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DISCOURS : 


PRÉLIMINAIRE. 

T i E S principes du Calcul Différentiel & du Calcul Intégral , 
de la manière dont ils font préfêntés dans la plupart des Ouvrages 
qui en traitent , n’ont point ce degré d’évidence qui eft le fonde- 
ment de -la certitude. En effet , quelle idée nette & précife peut-on 
fe fariner d’une quantité infiniment petite ? & l’Analyfe , qui a 
pour objet de calculer les rapports que ces quantités ont entr’elles , 
peut-elle être regardée comme faifant partie des Sciences exaflcs? 

Tels étoieiit les raifonnemens de Rolle & des Géomètres qui 
rejettèrent ces Calculs dans leur haiffance. D’autres , comme Nieué 
wentit , admettoient feulement les infiniment petits du premier 
ordre » fans faire attention que fi l’on pouvoit concevoir dans, lé 
cercle une corde infiniment petite du premier ordre, l’abfciffe oq 
finus verfe correfpondant feroit infinimeut petit du fécond} & que 
fi la corde étoit infiniment petite du fécond , Tabfciffe feroit infini- 
ment petite du quatrième , &c. puifque le diahiètre qui cft fini eft 
toujours à la corde , comme la corde eft à l’abfciffe correfpondante. 
Plufieurs de ceux même qui avoient d’abord été de très-zélés défen- 
i'eurs des infinis, effrayés des difficultés qu’on leur faifoir , ne re- 
gardèrent plus- les différentielles comme des quantités infiniriient 
petites } mais comme des quantités incomparablement plus petite^ 
que celles dont elles font les différentielles, ce qui ruinoit abfq- 
lument l’exacîitude de la Méthode. 

Cependant Newton avoit publié fes Principes Mathématiques Je 
la Pnilofophie naturelle , où toutes ces difficultés font réfolues. Mais 
alors cct Ouvrage admirable ne pouvoit point être entendu du plus 
grand nombre des Géomètres. Ceux à la portée de qui il étoir ; , 
Leibnitz, les Bernoulli, Taylor, Côtes, le Marquis de l’Hôpital , 
travaillèrent bien plus à augmenter l’édifice dù Calcul Différentiel & 
c!u Calcul Intégral , qu’à en éclairer l’entrée. 

Ce que Leibnitz & fes difctples nomment différence infiniment 
petite ou différentielle , New ton le nomme fluxion. Il confidère les 
quantités mathématiques comme engendrées par le mouvement : il 
Partie. I. ' ' * ï 
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cherche le rapport des vîteffes variables avec lefquelles ces quantité* 
font décrites; tk ce font ces vîteffes qu’il appelle fluxions des quan- 
tités. Ces principes ne répugnent point à la rigueur mathématique ; 
nous dirons cependant qu'introduire dans l’Algebre & dans la Géo- 
métrie le mouvement , c’eft y introduire une idée abf'olument étran- 
gère & qui n’eft point allez l'impie. Plus de cinquante ans après , à 
Poccalion de quelques Ouvrages qui paroiffoient contre les nouveaux 
Calculs, Maclaurin, l'un des plus grands Géomètres que l’Angleterre 
ait eu , a compolé un Traité dans lequel il s’eit propofé pour but 
principal de faire voir que la Méthode directe & inverfe des Fluxions 
eflaufli rigoureufe que celle des Anciens. Mais les démonftrations de 
cet Auteur font aum fondées fur la théorie du mouvement; & la vraie 
méraphyfique du Calcul Différentiel & du Calcul Intégral , celle qui 
fe déduit fi facilement de la Méthode des anciens Géomètres, connue 
fous le nom de Méthode des limites , étoit abfolumént inconnue , 
lorfque Dalembert !’a publiée dans le tome IV de l’Encyclopédie. Je 
vais entrer eh matière par expofer cette métaphyfique, & je tâcherai 
de le faire avec toute la clarté dont elte eff fufceptible. 

Les Sciences mathématiques ont pour objet unique de comparer 
les. grandeurs , pour parvenir à connoître les rapports quelles ont 
entr’elles. Dans chaque efpèce de grandeurs , on en prend une pour 
unité ;& cette unité, qui eft abfolumént arbitraire, fert de mefure 
pour déterminer les rapports des grandeurs de fon efpèce. En effet , je 
ne puis affirmer autre cnofe de la diftance de deux objets , par exem- 
ple , finon que cette diftance eft plus ou moins grande que telle autre ; 
& définitivement qu’il y a même rapport géométrique entr’elle & fon 
unité de convention , qui fera fi l’on veut la toifè, qu’entre un certain 
nombre abftrai,t & l’unité abftraite. C’eft dans ce fens qu’il faut enten- 
dre plufieurs expreffions abrégées dont fe fervent les Géomètres , & 
qui pourroient induire en erreur. Ils difent , par exemple , qu’un 
reélangle eft le produit de fa bafe multipliée par fa hauteur ; mais on 
ne peut pas multiplie^- une ligne par une ligne , puifqu’un des faéfeurs 
de fa multiplication doit néceffairement être un nombre abftrair. Que 
peut donc fignifier cette propofition ? Elle fignifie qu’il y a même 
rapport géométrique entre le reftangle en queftion & l’unité de 
fur race dont les deux dimenfions font égales chacune à l’unité linéaire, 

3 0’entre le nombre abftrait qui naîtra ae la multiplication du nombre 
unités linéaires de la bafe par le nombre d’unités linéaires de la hau- 
leur, & l’unité abftraite. Une autre de ces expreffions qui revient 
très-fouv.ein dans les Mathématiques mixtes , c’cft celle-ci : la viteffe 
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eft proportionnelle à l’efpace divifé par le temps. Eft-ce qu’on peut 
compaier des grandeurs d’efpèce différente ? Ne fait-on pas que dans 
toute divifion , une de ces deux chofes , le divifeur ou le quotient , doit 
néceffairement être un nombre abftrait ? Mais fl cette expreflion ligni- 
fie que la vîteffe eft proportionnelle au quotient de la divifion de 
deux nombres abftraits , dont l’un eft le rapport de l’efpace à l’unité 
d’efpace , & l’autre le rapport du temps à i’unité du temps , il n’y 
aura plus de difficulté. Enfin , on n’en trouvera aucune à voir dans 
une même équation des grandeurs de nature différente; puifqu’effefH- 
vement ce ne font pas ces grandeurs que l’on compare , mais le 
rapport de chacune à fon unité de convention. 

Un de ces rapports qui a pour numérateur l’unité , ne deviendra 
moindre ou plus grand , que parce que fon dénominateur augmentera 
ou diminuera. S’il augmente , le rapport approchera continuellement 
de zéro , fans jamais devenir nul ; d’où il fuit que l’idée que nous 
faifons du zéro , eft celle d’une limite dont les rapports qui diminuent 
peuvent approcher continuellement , fans jamais fe confondre avec 
elle. Il n’en pas moins clair que pour ce qui eft de l’accroiffement 
dont ce rapport eft fufceptible , nous ne voyons autre chofe finon 
qu’il approchera continuellement de l’infini, fans jamais pouvoir y 
atteindre. Ainfi , nous n’avons de l’infini d’autre notion exaéle que 
celle-ci : qu’il eft la limite dont les rapports qui augmentent appro- 
cheront toujours de plus en plus , quoiqu’ils n’y atteignent jamais. 

Les grandeurs qui décroiffent ou croiffent continuellement , ne 
tendent pas toutes à s’approcher de zéro ou de l’infini. Plufieurs ont 
pour limites d’autres grandeurs. Le cercle, par exemple , eft la limite 
des polygones infcrits & circonfcrits. En augmentant le nombre des 
côtes de ces polygones , ils s’approcheront toujours du cercle de plus 
en plus, & pourront en différer aufli peu qu’on voudra; mais jamais 
rigoureufement ils ne fe confondront avec lui. 

De cette autre notion de limite, il eft facile de conclure ; i°. que 
deux grandeurs qui font la limite d une même grandeur , font nécef- 
fairement égales entr’elles ; car s’il y avoit entr’elles quelque diffé- 
rence , la troifièn e ne pourroit approcher de l’une des deux de plus 

J jrès que de cette diflérence , ce qui eft contre l’hypothèfe ; x°. que 
i deux grandeurs , qui croiffent ou décroiffent continuellement , 
contervent tntre’llcs la même raifon invariable , cette raifon fera celle 
des limites des deux grandeurs. C’ell fur ces deux propofîtions fi fim- 
plcs que la Méthode des Limites eft fondée ; elles font les principes 
de toute la Géomé'trie tranlccndante ; principes qu’il faudroit fur-tout 
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employer dans les Ouvrages élémentaires , où il crt fi important de 
ne point donner d’idées vagues tk imparfaites , pour en bannir ce 
genre de démonftrations qui fuppofe que l’on puifle concevoir 
l’infini comme exifiant réellement. 

Je remarquerai à ce fujet qu’il y a deux chofes très-diftin&es à 
confidérer dans la manière de traiter quelque partie que ce foit 
des Sciences Mathématiques ; les principes fondamentaux de la 
Méthode qui n’ont pas pu varier ; & la Méthode elle-même qui eft 
devenue plus générale & plus fimple. On a prétendu qu’en fe Am- 
plifiant elle avoir perdu de fa rigueur ; comme fi l’exaftitude confiftoit 
à fatiguer fon Leéteur dans une route tortucul’e & cmbarraflee. Celle 
que les Anciens ont fuivie , l’ell à un point , que des propofitions , 
qu’à peine les Géomètres les plus habiles pourroient entendre dans 
leurs Ouvrages , fe démontrent maintenant avec la plus grande faci- 
lité. Hé quoi ! ne rencontre-t-on point aflez de difficultés naturelles 
à vaincre dans une carrière aufli étendue que celle des Mathémati- 
ques , pour n’en point faire naître d’inutiles? Le feul but que l’on 
doive ie propol'er , tfl d’arriver le plus directement qu’il efi pofiible 
à la certitude ; de elle eft uniquement fondée fur l’évidence des 
principes. 

Cependant il faut avoir attention de ne point tranfporter les prin- 
cipes d’une Science moins fimple , dans une qui l’cft davantage ; 
comme, par exemple , de ne-point faire ufage dans la Géométrie 
des principes de la Méchanique. Mais on a pu appliquer l’Algèbre à 
la Géométrie , 5c chacune de ces deux Sciences à la Méchanique. 
CLfi même à l’application que Defcartes a faite de l’Algèbre à la 
Géométrie , qu’on doit fixer l’époque de la révolution qui a rapide- 
ment élevé toutes les parties des Mathématiques au degré de peifec- 
tion où nous les voyons aujourd’hui. 

L’Algèbre nous a donné les moyens d’exprimer généralement les 
grandeurs dont celles que l’on nomme tranfeendantes l'ont les limites j 
oc de trouver par - là d’autres limites des premières quantités , qui 
feront les valeurs des tranfeendantes. Pour donner un exemple bien 
fimple de l’ufage dont cette règle peut être; nous remarquerons que 
le cercle étant la limite des polygones inferits , on trouvera la lurface 
ciu cercle , en cherchant d’abord la furface de tout polygone régu- 
lier inferit. Ceile-ci a pour exprefiion le produit de trois iafteurs qui 
font, le rapport du contour du polygone au rayon, la moitiéjdu rayon 
oc l’excès ciu rayon lur la flèche. Or , plus la fl .che diminuera, plus 
le rapport du contour du polygone au rayon approchera du rapport 

de 
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de la circonférence du cercle au rayon ; & plus par conféquent 
l’exprcllion dont il s’agit approchera du produit fait de la circonfé- 
rence multipliée par la moitié du rayon. Donc ce produit , qui eft 
la limite de l’expreflion de tout polygone régulier infcrit , eft égal 
à la furface du cercle. Maintenant voici un Théorème dont la aé- 
monftration cil fondée fur le fécond principe. 

Si on conçoit qu’un cercle & un ellipfe aient un axe commun , 
que je fuppol’erai être le grand axe de l’ellipfe ; tout polygone 
infcrit dans le cercle fera au polygone correspondant inlcrit dans 
l’eliipfe , comme le grand axe de l’ellipfe eft au petit axe. Or plus on 
augmentera le nombre des côtés de ces polygones , plus ils approche- 
ront , l’un du cercle , l’autre de l’ellipie , en confervant toujours entre 
eux la même raifon. Ainfi , par le fécond principe , cette raifon in- 
variable doit être celle de leurs limites , c’eft-à-dire , du cercle & de 
l’ellipfe. 

Toute la Géométrie tranfeendante ne confifte qu’en des ufages 
femblables des deux principes que nous avons énoncés. S’il s’agilîoit 
de trouver les tangentes de toutes fortes de courbes , leurs plus 

S randcs ou leurs moindres abfcifles & ordonnées , leurs points a in- 
exion & de rebrouffement , leurs développées , leurs points multi- 
ples , &c. on feroit voir par des conftruétions bien fimples que ces 

J ueftions peuvent fe réduire à chercher , au moyen de l’éauation 
e la courbe , la limite du rapport entre la différence de deux abfciflcs 
confécutives , celles des deux ordonnées correfpondantes. Ces 
différences font ce qu’on appelle différence de l’abfciffe & différence 
de l’ordonnée ; en général la différence d’une variable eft la quantité 
dont cette variable augmente ou diminue dans un temps donné. 
Ainfi le Problème auquel fe réduifent les queftions précédentes doit 
s’énoncer comme il fuit : Trouver les limites des rapports entre les 
différences des quantités variables dont le rapport eft donné. Le Pro- 
blème inverfe , où il s’agit de remonter des limites des rapports entre 
les différences au rapport mèmè des quantités , s’étend aux Quadra- 
tures des lignes courbes, à leurs Reflifications , à leurs Centres de 
gravité, aux Solides formés par leurs révolutions, aux Surfaces de 
ces Solides, aux Centres de gravité de ces Surfaces & de ces Soli- 
des , &c. ; de forte que fi les déterminations précifes de toutes ces 
chofes font impoflibles, il donne les moyens d’en approcher affez , 

f iour que dans l’ul'age on n’au tien à defirer. Le Calcul Différentiel & 
e Calcul Intégral , ou la Méthode direfte & la Méthode inverfe des 
fluxions, n’ont pour objet que le» folutions de ces deux Problèmes. 
Partie I. e 
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Newton avoit trouvé ces Calculs dès 1669. Ce ne fut cependant 
que vers 1 687 , qu’ils commencèrent à fixer l’attention des Géomètres. 
Leibnitz & les deux frères Jacques 5 c Jean Bernoulli, doivent être re- 
gardés comme les premiers qui les rendirent célèbres par le grand 
nombre d’applications qu’ils en firent. En 1690 , Jacques Bernoulli 
s’en fervit pour réfourdre le Problème de la courbe ilochrone, que 
Leibnitz avoit propofé quelques années auparavant ; & propofa lui- 
même celui de la chaînette qui fut réfiolu par fon fière. Celui - ci 
publia en 1697, les premiers effais du Calcul Exponentiel; cette 
même année ayant rélolu le Problème de la Brachyjlochrone ou de 
la ligne de la plue vite defeente , il le propofa aux Géomètres. Le 
temps donné pour le réfoudre étant expire, on n’en vit paroître que 
quatre folurions qui étoient de Newton , Leibnitz , Jacques Bernoulli 
Si le Marquis de l’Hôpital. Le Marquis de l’Hôpital avoit publié 
l’année précédente fon Analyje des infiniment petits , Ouvrage où les 
principaux ufages du Calcul Différentiel font expofés avec beaucoup 
d’ordre & de clarté. 

Les Géomètres s’occupèrent enfuite de plufieurs autres queftions 
dont nous ne citerons que les plus célèbres. Telle eft celle des Tra- 
jedoires orthogonales , dont la l’olution générale dépend d’un très-beau 
Théorème de Leibnitz pour différentier fous le figne. Tels font deux 
autres Problèmes' du genre de celui de la Brachyjlochrone y je veux 
parler du Problème des Ifopérimètres que Jacques Bernoulli propofa 
publiquement à fon frère , en joignant à fon cartel la promette d’une 
certaine fomme ; & de celui du foli.de de la moindre réjijlance dont New- 
ton avoit donné la folution fans analyfedans l’Ouvrage des Principes 
imprimé pour la première fois en 1687. Tel eft encore le Problème des 
Courbes tai/iochrones. L’hiltoire des différentes folutions qu’on a don- 
nées de ces Problèmes depuis le temps dont nous parlons jufqu’à nos 
jours , feroit bien propre à faire voir les progrès fucceflifs de l’Analyfe. 

Cesefpèces de défis que fe faifoient les Géomètres , les encoura- 
gèrent à perfeéfionner l’inftrument de la viftoire ; & dès - lors le 
Calcul Intégral fit des progrès affez confidérables. Nous voyons qu’en 
I70Z, Jean Bernoulli avoit indiqué la manière d’intégrer les fraêfions 
rationnelles ; qu’il s’occupa à-peu-près dans le même temps avec fuc- 
cès de la féparation des variables dans les équations différentielles. 
Le Traité de Newton fur la quadrature des courbes parut en 1704 ; 
il renferme de très-belles méthodes pour rapporter autant qu’il eft 
poffible les intégrales aux aires des feftions coniques ; théorie que 
Côtes firopUfia beaucoup en faifant_ voir qu’on peut toujours réduire 
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ces intégrales aux logarithmes & aux arcs de cercle. Côtes étoit mort 
fort jeune , lorfque fon Livre, qui a pour titre Harmonia menfurarum . , 
fut publiqpar Robert Smith en 1711. Cet Ouvrage fut mieux reçu 
des Géomètres du continent que celui de Taylor , intitulé Mcthodits 
increr/entomm , qui avoit paru fept ans auparavant. Ce favant homme 
cfl traité dans plufieurs écrits avec une injuffice dont malheurculement 
l’hiftoire des Sciences & des Lettres n’offre que trop d’exemples. 

Plus on avançoit dans les Théories dont nous venons de parler , 
plus on fentoit la néceffité de perfectionner celle des Suites qui prit 
naiff'unce plufieurs années avant l’époque de la découverte des nou- 
veaux Calculs. L 'Arithmétique des infinis de Wallis , qut vit le jour 
en 1 655 , renferme de très- belles chofes fur cette matière, dont 
plufieurs furent immédiatement perfectionnées par Milord Brouncker, 
que la découverte des fractions continues a rendu célèbre , par 
Mercator & par Jacques Grcgori. Dans le temps que ces nouveautés 
faifoiem le plus de bruit , c’efl-à-dire , vers l’an 1669, Newton avoit 
compofé tous les matériaux qu’il a mis depuis en oeuvre dans l’Ou- 
vrage intitulé Methodus fluxionum & fericrum infinitarum , qui fut 
achet é en 1671. Cet ouvrage ne parut qu’après fa mort -, les chagrin* 
que ce grand homme éprouva long-temps à l’occafion de fes nom- 
breufes découvertes , ne lui permirent pas de céder aux follicitations de 
plufieurs favans Géomètres qui le preffoient de le donner au Public, lien 
tira en 1711 fon Analyfis per tequaiiones numéro terminorum infinitas , 
qu’il publia avec trois autres Ecrits latin*, qui ont pour titre: Dequadra- 
tura eu rvarum , Enumeratio linearum tertii ordinis , & Methodus drjfe- 
rentialis , dont les deux premiers paroiffoient pour la fécondé fois. 
L’Ouvrage entier ne fut publié qu’en 1736, par Colfon, qui même 
ne le donna pas en original , mais traduit en anglois. C’eft fur cette 
verlion que fut faite la traduéfionfrançoife donnée en 1740 par Buffon, 
& qu il accompagna d’une très-belle Préface hiftorique. 

Ceux, des matériaux dont nous venons de parler , qui ont le plus de 
rapport à la théorie des fériés , font la formule du binôme , le paral- 
lélogramme analytique ,\a. méthoque du retour des fuites , une méthode 
pour réfoudre par approximation les équations numériques. Leibnitz, 
Jacques St Jean Bernoulli enrichirent à-peu-près dans le même temps 
cette théorie de plufieurs découvertes importantes. On en trouve une 
du même genre , bien digne d’être remarquée , dans FOuvrage de 
Taylor ; c’elt fon Théorème pour développer les fondions en fuites 
infinies au moyen du Calcul Différentiel Moivre fait ufage de la 
Méthode différentielle de Newton r on du Calcul des différences finies 
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pour trouver le terme général des fuites qu’il nomme récurrentes. Il 
tranfporte ce même Calcul dans la théorie des probabilités dont il 
recule les limites. 

Les progrès d’une Science dépendent de la rapidité avec laquelle 
fe fuccédent les générations d’hommes doués du génie néceiïaire 
pour les cultiver avec i'uccès. Les Mathématiques jouiiïent de ce rare 
avantage depuis plus d’un liée le. Defcartes, Huyghens, Robcrval, 
Fermât , ikc. furent immédiatement fuivis de Newton , Leibnitz , 
Jacques Sc Jean Bernoulli , &c. qui virent naître les Géomètres qui 
ont illuftré ces derniers temps , & que je vais tâcher de faire con- 
noître , fans cependant trop m’écarter des bornes que je dois preferire 
à ce Difcours. !.. 

La théorie des Equations de condition , dont Nicolas Bernoulli 
donna les premiers ell'ais dans fon Mémoire fur les Trajectoires ortho- 
gonales , eff une de celles qui ont le plus occupé les Géomètres dont 
nous allons parler. Euler, aprèsavoir découvert plufieurs beaux Théo- 
rèmes relatifs à cette théorie , en fit uf.ge pour intégrer les équations 
différentielles , en les multipliant par des fafteurs convenables ; on 
ne connoiffoit guères alors d’autres manières de parvenir à ces inté- 
grales , que la leparation des variables , fur laquelle Jean & Nicolas 
Bernoulli, Herman , le Comte Riccati tk Euler lui-même venoient de 
donner de très - belles recherches. Le Mémoire d’Euler , dont il 
s’agit maintenant , ne parut qu’en 1740 , dans le volume qui renferme 
les travaux faits à l’Académie de Pétersbourg pendant les années 1734 
& 173 j ; il avoit publié quatre ans auparavant fa Méchanique , où il 
fait plufieurs applications de l’un de les Théorèmes , celui fur l’inté- 
gration des fonêlions homogènes. Fontaine fourniffoit en France la # 
même carrière avec un égalfuccès. Le volume de l’Académie des Sciences 
pour 1734 , renferme fia belle méthode pour réfoudre le Problème des 
tautochrones qui prouve que dès-lors il étoit fur la voie de toutes ces 
découvertes. Ce ne fut cependant qu’en 1739 qu’il préfenta à cette 
même Académie les Théorèmes dont nous venons’de parler , avec des 
applications qui einbraffent le théorie générale des équations diffé- 
rentielles. L’année fuivante Clairaut publia un Mémoire fur la même 
matière , qui ne renferme rien de neuf; mais l'ulage qu’il fit à-peu-près 
dans le même temps des équations de condition dans la théorie des 
fluides , & plufieurs autres découvertes que renferme fon Traité de la 
Figure de la Terre, publié en 1743 , annoncent l’homme de génie, 
qui a depuis rendu des fervices fi importans à l’Aftronomie phylique. 

La théorie des fluides avoit déjà fait de très-grands progrès entre 
* " les 
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les mains de Daniel Bernoulli , dont l’Hydrodynamique parut en 
1738. Cet Ouvrage excellent, quant à la partie mathématique, ell 
de plus un modèle de l’art de fe conduire dans la Phylîque expéri- 
mentale. On peut dire la même chofe de beaucoup d’au res Ouvrages 
de cet homme célèbre , dont plufieurs enrichiffent le Recueil des 
pièces qui ont remporté les prix à l’Académie des Sciences. 

Qu’on me permette de remarquer ici que les plus grands Phyficiens 
de chaque fiècle , ceux à qui l’on cfcit les découvertes les plus-impor- 
tantes par leur utilité , étoient aufli de profonds Géomètres. Les Au- 
teurs anciens ne parlent qu’avec admiration des inventions d’Archi- 
mède, qui défendit trois ans Syracufe contre une armée Romaine. 
Mais pourquoi chercher dans des temps reculés des preuves d’une 
vérité dont nous avons fous les yeux des témoignages lubfiftans ? 
N’eft-ce pas à Galilée que nous devons les grandes lunettes & la 
première idée des pendules? Que de fervices Huyghens n’a-t-il pas 
rendus à l’Horlogerie? C’eft Toricelli , Defcartes & Pafchal qui nous 
ont appris à conftruire des baromètres. Newton , dont les famcules 
expériences fur la lumière font connues de tout le monde , eft l’in- 
venteur des télefeopes à réflexion. C’eft Euler qui nous a donné les 
lunettes acromatiques ; j’en pourrois citer beaucoup d’autres , fi je ne 
craignois de faire une trop longue digreflion. L’étude des Mathéma- 
tiques tranfeendantes rpmpt l’ei prit aux méditations profondes ; elle 
lui donne de l’étendue 8e de la jufteffe ; elle l’exerce à fuivre la vérité 
dans les dédales les plus tortueux, fans s’égarer. 

Ce font fans doute de femblables réflexions qui ont déterminé 
l’Affemblée nationale à exiger cette étude préliminaire des jeunes gens 
qui fe prélentent pour entrer dans le Genie Militaire & celui des 
Ponts & Chauffées, dans l’Artillerie & dans la Marine; loi à laquelle on 
s’eft parfaitement bien conformé dans les écoles qui leur font deftinées. , 
Il en eft forti un très-grand nombre de gens inftruits , qui en portant 
leurs lumières dans les arts dont ils ont continuellement befoin , ne 
pourront que beaucoup en accélérer les progiès. Mais , dira-r-on , 
eft-ce que les arts utiles ont attendu d’être cultivés par des Savans 
pour faire des progrès? Non, fans doute; des millions d’hommes , 
pendant plufieurs fiècles , ont pu , en épuifant prefque toutes les 
combinaifous pofiïbles , arriver à celle dont la peifeéHon d’un art 
dépendoit. S’enfuit- il de-là qu’il ne feroit pas infiniment avantageux 
d’épargner aux Artiftes ces euais inutiles , en leur donnant des réglés 
' certaines ; ce que ces Savans ont fait , comme nous le remarquions 
il n’y a qu’un inftant , pour les arts qu’ils ont eu occafion d’étudier? 

Partie /. d 
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Euler avoit ouvert une carrière où il marchoit à grand pas. Dès 
1744, il publia fon Traité des Ifopérlmètres , qui renferme une mé- 
thode générale pour réfoudre tous les Problèmes de ce genre. Les 
équations auxquelles il'arrive, font auffi celles qui doivent avoir lieu 
& être identiques , pour qu’une différentielle d’un ordre quelconque 
l'oit exaéte ; par cette remarque il enrichit le Calcul Intégral d’un 
nouveau Théorème. Les différens Ouvrage d’Euler annonçoienr qu’il 
avoit fait de profondes réflexifs fur la fcience du Calcul j ce 
qui fut confirmé par l’introduftion à l’Analyfe des infinis & par les 
Inllitutions du Calcul différentiel. Ces deux excellais Traités , qui 

f iarurent l’un en 1748, & l’autre en 1755 , forment , avec le Calcul 
ntégral publié en 1768 , le corps de doétrine le plus parfait que nous 
ayons dans ce genre. 

Les équations de condition font aux différences partielles , je 
m’explique. Si on veut imaginer une fonftion de pluficurs variables , 
& fuppofer qu’on l’a différentice par rapport à une des variables lèu- 
lement , on aura l’idée de ce qu’on appelle une différence partielle. 
Or une équation aux différences partielles , eft une équation entre 
plufieurs variables , une fonction de ces variables & les différences 
partielles de cette fonction. Le faéleur propre à rendre intégrable 
une différentielle propofée , eft renfermé dans une femblable équa- 
tion ; & l’intégration de toute équation différentielle dépend de trou- 
ver une valeur qui fatisfaffe à l’équation de condition -, Problème 
important que nous ne favons encore réfoudre que dans quelques cas 
particuliers. 

La plupart des Problèmes de Phyfique conduifent auffi à des équa- 
tions aux différences partielles ; mais alors fi on fe contentoit de 
fatisfaire à ces équations , on n’auroit point réfolu le Problème. Par 
exemple , l’exprefiion de la force accélératrice néceffaire pour le 
tautochronifme , ell renfermée dans une équation aux différences par- 
tielles ; on eut farisfait aifément à cette équation dans beaucoup 
<Thypothèfes particulières fur la réfiftance du milieu , mais ce n’étoit 
pas ce dont il s’agiffoit; il falloir trouver une expreflion de la force 
qui pût convenir à toutes les hypothèfcs poffibles. Cela exigeoit né- 
ceflaireinent que cette expreflion renfermât quelque fonction arbitraire 
où la viteffe Üc l’efpace parcouru puffent entrer. V oilà donc un nouveau 

S enre d’intégration où les arbitraires ne font pas des confiantes , mais 
es fonctions de variables. Euler le découvrit en 1734. En 1747 
Dalembert en fit le plus bel ufage dans lès Recherches fur les vibrations • 
des Cordes fonores , & dans les Réflexions fur la caufe générale des 
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Vents. Mais ce fut fur-tout cinq ans après , lorfqu’il publia fon EÇfal 
d une nouvelle théorie Jur la rêjt fiance des Fluides , que les Géomètres 
virent que les folutions qu’ils avoient jufqu’alors regardées comme 
générales, ne l’étaient point i & les Sciences Phyfico- Mathématiques 
changèrent abfolument de face. 

Alors ces nouvelles théories fixèrent plus particuliérement l’atten- 
tion d’Euler. Il fit une remarque qui ouvre un champ bien vafte à 
ceux qui voudront appliquer le Calcul aux Sciences phyfiques. C’eft 
que rien ne doit limiter la généralité des fondions arbitraires qui 
entrent dans les intégrales complètes des équations aux différences 
partielles; qu’on y doit comprendre les fondions irrégulières & 
difcontinucs. Ainfi , par exemple, dans le Problème des cordes vi- 
vantes , la courbe initiale pourra n’êrre point affujettie à la loi de 
continuité ; elle pourra être l’affemblage de courbes différentes. 

On ne fentit pas d’abord toute la jufteffe de la remarque d’Euler; 
elle occafionna des doutes qui ne furent bien éclaircis que par les 
lavantes recherches de Lagrange fur la nature & la propagation du 
Son. Ces recherches fe trouvent dans les Mémoires de Turin , dont le 
premier volume parut en 1759; ils renferment plufieurs autres décou- 
vertes qui méritèrent à ce Géomètre une grande célébrité à laquelle 
ne firent qu’ajouter les Pièces qui remportèrent les Prix de l'Académie 
des Sciences en 1764 , 1766, 1772 , 1774 , 1780 , & beaucoup d’au- 
tres Ouvrages. 

Un Problème important dans les applications du Calcul Intégral des 
équations aux différences partielles , c’elt celui de déterminer les fonft ions 
arbitraires d’après des conditions données. On trouve dans le volume 
de l’Académie des Sciences de 1771 , & dans le tome VII des Savans 
Etrangers , plufieurs beaux Mémoires où l’on démontre qu’on peut 
toujours faire dépendre ces fortes de queftions de l’intégration d’équa- 
tions aux différences finies. Cette nouvelle branche du Calcul Intégral 
méritoit encore d'être cultivée , par l’ufage dont elle eft dans la théorie 
des fériés & dans celle des hafards ; c’eft ce que Laplace l’un des 
Géomètres , à qui l’on doit la découverte dont je viens de parler , 
a fait avec beaucoup de fuccès. 

On peut juger par cct effai , tout imparfait qu’il eft, combien une 
hilloirc détaillée des progrès de Mathématiques depuis le commence- 
ment du ficelé, fera intéreffante; fur-tout fi elle nous eft donnée par 
une main aufli lubile que celle à qui nous devons les fiècles précé- 
dais. On y verra toutes les théor.es modernes prendre naiffance'dans 
le livre immortel des Principes mathématiques de la Philofophie na- 
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ET DE CALCUL INTÉGRAL. 


INTRODUCTION. 

CHAPITRE PREMIER. 

Application de l'Algèbre a la Géométrie. 

DeSCARTES , en appliquant l’Algèbre à la Géométrie, a étendu Sc limplilié la 
méthode de réfoudre les problèmes. Tout fe réduit à fe procurer des équations : 
& comme la Géométrie ne nous offre pour cela que des triangles femblables ou 
des triangles rectangles ; il ne s’agit que de former des triangles femblables ou des 
triangles reétangles , au moyen de quelque conltruétion (impie que la nature du 
problème indique. 

fi). Nous commencerons par appliquer ces principes à la recherche des quan- 
tités qui tirent leur origine du cercle : Sc d’abord fi dans la circonférence AMBm 
(.fi?- é ) , on mène un diamètre AB &c des perpendiculaires à ce diamètre MPm , 
NQn , également di liantes du centre C ; par la propriété de la courbe les 
parties PM ,Pm, QN , Qn , qu’on appelle ordonnées, feront égales entre 
elles. Ces ordonnées n’ont pas la même direction. Pour les diftinguer , lotf- 
qu’elles font en feus contraires, on les affeéte de (ignés différens j (i l’on con- 
vient d’affeéler du ligne -f-, PM, QN , il faudra donner le ftgne — à Pm, Qn , 
& ainfi des deux abiciffes CP , CQ , dont l’une CP étant prife pofitiveinent , 
l’autre CQ doit l’être négativement. Mais il relie à examiner (i cela convenu, 
nous pourrons parvenir a repréfenter par ces lignes , ou à conftruire toutes les 
racines de l’équation de la courbe. 

( i ). Je tire CM, &c nommant le rayon, r, CP, . r, PM , y , le triangle 

reétangle CPM donne y 1 = r 1 — x l & par conféqucnt y = -f- y/ r—x'. 
Partie I, A 
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Donc à la valeur pofitive de x , il doit répondre deux ordonnées égales entre 
elles PM, Pm, l’une pofitive, l’autre négative ; fit à la valeur négative de .v 
deux autres ordonnées égales entr’elles St aux deux premières , QM , Qn , l’une 
pofitive , l’autre négative. Ainfi toutes les propriétés déduites de l’équation de la 
courbe font exactement repréfentées par la conftruétion précédente. 

(3) . Si l’on prend le rayon pour l’unité fit qu’on nomme l’arc AM, m , l’or- 

donnée PM fera le (inus de cet arc, St I’abfciffe CP fon cofînus. On eft con- 
venu de reprélenter par fin. rn le finus de l’arc m , St par cos. m fon cofi- 
nus ; alors l’équation de la circonférence prend une autre forme que voici : 
(in. m- + cos. 1. 

(4) . Par le centre C, je mène DCd perpendiculaire à Ali ; St comme 
ces deux diamètres divifent la circonférence en quatre parties égales , l’arc DM 
fera m 90° — m ; on le nomme complément de l’arc AM , St il a pour finus 
une perpendiculaire Mq fur CD , laquelle eft égale à CP czr cos. m. Si de plus 
on tire par le point M , TMi perpendiculairement au rayon CM , MT fera la 
tangente de l’arc m qu’on repréfente par tang. m , St Mt la tangente de fon 
complément ou fa cotangente , qu’on eft convenu de repréfenter par cot. m. 
Maintenant les triangles femblables TMC , MPC donnent CP : PM :: CM : MT 

= tang. m zzz — | - ; on tire aufli des triangles femblables tMC, MqC , 

_ . _ COS. (R 

Çq qM : : CM : Mt nz: cot. m zr= ^ — • 

(j). Je nomme it le rapport de la demi-circonférence au rayon , ou Ample- 
ment la demi-circonférence, le rayon étant pris pour l’unité, St il fera facile 
de déduire de ce qui précède que lorfque m ■=. o , fin. mzzz o 8t cos. m — 1 , 
que fin. ^ 1 , cos. |» = o,fin. *•=<), cos. v = — 1 , fin. { irz=z — 1 , 

cos. { it o , fin. î t = o , cos. î it = 1 ; que 

fin. (i rr - 4 - m) = -J- COS. m , COS. (jrr + m) =. + fin. m , 

fin. ( w + m ) -F fin. m , cos. ( a + w) = — cos. m , 

fin. ( { 1 + ») = — cos. m , cos. (rv + m) = 4- fin. m , 
fin. (ii^u) = 4^ fin. m , cos. ( 1 m ^ m ) = cos. m. 

Toutes ces formules font comprifes dans d’autres plus générales que voici, où 
m St « font deux angles quelconques 8t m >• n : 

fin. ( m n ) fin. m cos. n cos. m fin. n ’ t 

cos. ( m ^ n ) = cos. m. cos. n + fin. m fin. n. 

Nous allons en rappelles la démonftration en peu de mots. 

( 6 ). Soient repréfentés par AM fit AM ( fig. Il ) les deux arcs m & n St 
foient tirés du centre 6’ les rayons CA , CM, CM, fit fur CA, CM les per- 
pendiculaires MP, MQ, Mm. A caufe des triangles femblables CQM , CPR , on 
, __ (in. « - (in. n 

aura cos. n : fin, n : : cos. m ; "Æ=^^cos. m; donc MK— fin. 0 » 4 -^T^ cos, m. 
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Deux autres triangles femblables A 7 QC , RmM donneront enfuite x : cos. n : : 
fin. cos. m : fin. ( m H— n ) = fin. m cos. n -+- cos. m fin. n. 

Les triangles CQN , MPn qui ont leurs côtés perpendiculaires font fem- 

r n fin. n r \ 

blables &c donnent cos. n : fin. n : : fin, m : Pn = * in » m > donc C n — 

cos. m — — — fin. m. Ceux-ci COK , Cmn donnent i : cos. n : : cos. m — . 
cos. n 

— fin. m : cos. ( m -+- n ) z= cos. m cos. n — fin. m fin. n. 
cos, n N ' 

Pour démontrer les deux autres formules , on repréfentera par KM le plus 
grand arc m & par AS le moindre ; alors AM fera égal à la différence m — n. 
Les ttiangles femblables CQS , Cmn donneront cos. n : fin. n : : cos. ra : 7/7/7 = 

— — cos. m ; donc Mn = fin. m — 7- — cos. m. On aura aufli , à caufe des 
cos. n cos. n * 

triangles femblables CQS , MPn , t : cos. n : : fin. m — - cos. m '• fin» 

( m — n ) = fin. m cos. n — cos. m fin. n. 

Les triangles femblables KQC, RmM donnent cos. n : fin. n : : fin. m : mR = 

" fin. m ; donc CR = cos. m -t- — — fin. m. Les deux autres triar.cles fem- 
cos. n * cos. n 0 

blables CQK, CPR donnent 1 : cos. n : : cos. m — ~ n fin. m ; cos. (w — n) 

es cos. m cos. n ■+• fin. m fin. n. 

(7) . En ajoutant «nfemble les deux équations 

fin. ( m -f- n ) = fin. m cos. n cos. m fin. n , 
fin. ( m . — n ) = fin. m cos. n — cos. m fin. n , 
ôtant enfuite la fécondé de la première , on en tire 

2 fin. m cos. n = fin. ( « -f- n) -+- fin. ( m — n ) , 
a cos. m fin. n = fin. ( m -t- n ) — fin. (m—n). 

On tire des deux autres équations , en opérant de la môme manière , 

2 cos. m cos. /1 = cos. ( m -+• 77 ) -+- cos. ( m — n ) , 

2 fin. m fin. n = cos. ( m — n ) — cos. ( m -\-n ). 

( 8 ) . On tire des deux équations 

fin. ( m - 4 - n ) = fin. m cos. n -+- cos. m fin. n , 

' cos. (m -\-n ) = cos. m cos./i — fin. m fin. n , 
en faifant 

m — n, fin. 2/7 = 2 fin. n cos. n , cos. 2 n = cos. n 1 — fin. n 1 
= 2 cos. n\ — J , 
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m = x n y fin. 3 n = fin. î n cos. n 4- cos. 1 n fin. n = 4 fin. 72 cos. n*. 

— fin. n t= 3 fin. n — 4 fin. n*, 

cos. 3 n = cos. î « cos. n — fin. a /i fin. n = 4 cos. n* — 

3 cos. n. 

In = 3 b , fin. 4 n = fin. 3 n cos. b4- cos. 3 n fin. n = 

— 4 cos. n fin. n> -f- 4 fin. n cos. n* = cos. n ( 4 fin. n — 8 fin. »•),' 
cos. 4/2= cos. 3 n cos. n — fin. 3 n fin. n = 8 cos. n 4 — 

8 cos. n ! -4- 1 = 8 fin. n 4 -4- 8 cos. e- — 7 , 

& ainfi de fuite. 11 fera donc facile de former les deux tables fuivantes, dont 
nous ferons un fréquent uf.ige dans le calcul intégral : 

1 fin. n 1 = 1 — cos. î n, 

4 fin. b 5 = 3 fin. n — fin. 3 n , 

8 fin. b 4 =; 3 — 4 cos. i «H- cos. 4 72 , 

16 fin. nf = 10 fin. 72 — 3 fin. 3 « 4- fin. 5 b , 

31 fin. n ( =. 10 — 15 cos. 1 6 cos. 4 n — cos. 6 72 , 

&c. 

a cos. n 1 = 1 -4- cos. 1 71 , 

4 COS. n* = 3 COS. 72 -f- COS. 3 72 , 

5 COS. B 4 == 34-4 COS. 1 72 -h COS. 4 72 ÿ * 

16 cos. 7fi = 10 cos. n 4- 5 cos. 3 72 4- cos. 5 n 
31 cos. n 4 = 10 4 - 1 5 cos. i b 4- 6 cos. 4 n 4 - cos. 6 
&c. 

( 9 % 11 ne ferait pis plus difficile de former des tables analogues pour les 
tangentes St cotangentes au moyen des théorèmes luivans : 

fin. m cos. n - 4 - cos. m fin. £ tang. m -4- rang, n 


tang. ( m 4- n ) = 


cos. m cos. a — fin. m fin. a ' 


i — tang. m tang. 


cot. ( m 4- 72 ) = 


cot. m cot. n — i 


On trouvera de la même manière 


tang. ( m — n) = — — , cot. ( m — n ) = 

6 ' • i-4-tang. mtang. o* ' > 


cot. m cot. n ■ 


Soit 


i-4-tang. m tang. n » ~ ' ' cot. n — cot. m 

- . • -+-<• 

: « y m — n = C , on en tire m = , n : 


0 , St , fubflituant ces valeurs dans les formules du n°. 7 , 

« “+• • jj 1 m 

fin. « *4- fin. C = i fin. — - — cos. — — - » 


fin; 
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lin. a — ■ fin. C = i cos. —r^— fin. — 

*»-+-« « — • 

COS. a -+- COS. C = i cos. — — cos. , 


Cos. C — cos. a = i fin. 

2 

On aura donc 

fin. » -+■ fin, ? « -4- ? fin. « — fin.? 

cos. m -+• cos. ? a * cos. « — cos.? 

fin- « fin. t « — ? fin. * + fin, £ 

2 


fin. — • 


— - = — cot. 


- tang. 


= — cot.- 


COS. *-+- COS. ? *■ 2 * COS. « COS. b ” 

( loi. Nous prendrons pour fécond exemple de l’application de l’Algèbre 
à la Géométrie le calcul d’un triangle quelconque ABC (fig. III). Toute la 
confiruftion confific à abaifler d’un des angles une perpendiculaire CP fur le 
côté oppofé , 6c à former par - là deux triangles reûangles APC, B PC. Cela 
polé , on confidère dans un triangle trois côtés , trois angles , le périmètre 6c la 

furface.-Je nomme les trois côtés AC , a, CB , b , AB ,c, le périmètre , p , 

la perpendiculaire CP , q , la furface — , s; je nomme auffi l’angle A, a, l’angle 

■B, C; 6c parce que l’angle C= i8o° — * C, on aura fin. C=fin. («-h C), 

cos. C s= — cos. ( a -+- C ). i 

(u). En nommant l’un des fegmens AP, x, l’autre PB fera e — x, 6c le* 
deux triangles reûangles donneront 

<«‘ = ar l - 4 - q* , b 1 = c 1 — i c x - 4 - x 1 -f- q l , 

j» . ii .. a' — b' -+-C* . 

« ou 1 on tire x = — , 6c 

4 c 1 q' = 1 a 1 c 1 -4- l a 1 b 1 -f- i b 1 t l — a* — b 4 — • C 4 = 

4 A* — ( <j‘ - 4 - é- _ y = [ ( a-\-by — c* ] [ — (a — ô)‘-f-e‘]=î 
(a-\-b- 4 -c) (a -\-b — c) (b - 4 - c — a ) ( a -|- e — b ). 

(i î). Le triangle reftangle CPA donne x = a cos. «, q = a fin. <c , 

6 c , à caufe de ““ lm * — s , c = — . O* trouve eftfuite 


a fui. * 


= C 1 X c x ■+■ x' -4- q- = 


4 * 

fin. - 


4 s cos- « 
fis. M 


b l =*(p — " — O* = jP“ — i + 


4* 


44* 


fin. ■ 


■ fin. 


6c en rapprochant ces deux valeurs de b 1 , l’équation 

lü. 

fin. 


, . 14 - cos. * . 4 ps 

i p ^ (/ + 4 j — iïïïrr - ) * — firv 


En calculant l’autre triangle CP B , on trouvera c = & l’équation 

i 4- coi. , 4 pi 


Partit I, 


R 
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Ainfi l’un des deux angles « ou C , le périmètre St la furface étant donnés , on 
trouvera facilement les trois côtés & les deux autres angles. Le calcul du triangle 
n’auroit pas plus de difficulté, !i c’étoit les deux angles « St C qui fuflent donnés 
avec l’une de ces deux chofes, le périmètre ou la furface; car il fuffiroit d’éli- 
miner p ou s au moyen des deux équations précédentes , Si de combiner la ré- 
sultante avec celle-ci a fin. <=ii fin. C pour avoir a ta b. 


a s 

(13) . En fubftituant dans la première équation -■ ^ au lieu de a , dans 

la fécondé c au lieu de b , on a en c deux équations femblables à celles qu’on 

auroit trouvées, fi on avoit mis c pour a dans la première, Sc c pour b 
dans la fécondé ; donc a &c c font les racines de l’une , & b &t c celles de l’autre. 
On le démontrera différemment, en fe rappellant que dans toute équation, or- 
donnée de manière que la plus haute pui (Tance de l’inconnue n’ait pas de co-effi- 
cient ,1e coefficient du fécond terme, pris avec un ligne contraire, efi égal i la 

Somme des racines ; car il fuit deli que ■£- ^‘ + 41, ~~^rV “ + 

1 f* i-t-cos. C 

T} 

, ,, Tl-t-COS. « . I-4-COS. C"1 

Semble , a s -t- —fi — J = e F » ou 

a cos. * + b cos. C = c qui n’eft autre que x -f- c — x = t'. 

(14) . Puifque y eft donné en fonélion des trois côtés & qu’on a 

fin. a = ~ , fin. C = J , il eft dairque les trois côtés étant donnés, on con-3 

rentra facilement tout le relie ; il en fera de môme fi deux côtés &c un an^le font 
donnés , pourvu que l’angle foit oppofé à l’un des côtés. Mais fi l’angle efl com- 
pris entre les deux côtés, fi l’angle C efi donné avec les deux côtés a & b y on 
en conclura les deux autres angles au moyen des formules du n*. ÿ , 

lin . « -f- lin . C a -t- £ lin . a — fin.. a — C 

cas. a-t-cos. « * an S 1 * cos. a -S- cos. C ,an 8‘ » » 


= b -4- c , desquelles on tire , en les ajoutant en- 


car en fubfiituant i fin. a. fa valeur 

- 4 - b fin. C « -4- C 

tang. — 


b fin. C 


cos. --h cos. Z 


, ou en tire 
b — a (in. Z 
a COS. a-*- COS. C 


ou a été — , 


tang. 


tang. 


» - o * » 

or « -f- C efi connu puifque C — 180° — * — C, on connoîtra « — - C pa' la 
proportion précédente , on aura donc a & C. 

( 1 3 1. Sur une droite AB (/g. IV 6* F") prolongée s’il efi néeeffaire & 
divifée par le milieu en C, je prends deux points fixes F & / également difians 
de C 8t une infinité d’autres points, tels que H. Du point F comme centre ôt 
du rayon AH , du point / comme centre ôc du rayon £H, je décris deux 
circonférences qui fe coupent en M & m de part & d'autre de la ligne AB ; 
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& jê demande la nature de la courbe qui paffera par les points, tels que M, m. 
Pour y parvenir , je tire Alm , qui eft perpendiculaire fur AB 6 c les droites 
FM, f AI, Fm ,fm ; je forme par-là des triangles reflungles MF F , MJ'f, mPF , 
ml'f. Je nomme AB , x a, CF ou Cf, i, AP , x , PM, y ;_je nomme aufli 
FAI , 1 , d’où je tire, à caufe de fM + FM = x a, JM = x a 7. 

Cela pofé , fi {fig.IV) FP=zAP — AF=AP — AC+ 4+1, 

fP = b P — Bf = BP — BC -f- Cf = a -+- i — x , les deux triangles rec- 
tangles FPAl,fPM donnent y 1 = — x 1 -+- x {a i)x — (a i ) 1 = 

4 aL — ( * -f-i) l -+-x x — xA ; & par conféquent 

• i x . ' - 

i = a — 1 + 7* On a du remarquer que FM = AH doit toujours être 

plus grand que AF , & qu’ainfi les points H ne peuvent dire pris qu’entre les 
points F 8 c/ Mais en fubftituant la valeur de 7 dans l’une des deux équations, on' 
a* — i* 1 * 

en tire y 1 = — £ — (xax x> ) , 

3 ui eft celle de la courbe entre les deux co-ordonnces perpendiculaires entr’elles, 
ont l’une x eft nommée l’ubfciffe 6 c l’autre y eft nommée l’ordonnée. O11 trou- 
veroit la même équation en calculant les deux autres triangles FPm , fPm ; 
donc fi MP eft une des racines de cette équation, mP fera l’autre; 8 c fi l’on 
prend PM pour la racine poliiive , Pm fera la négative. On a donné le nom 
A'ellipfe à la courbe dont il s’agit ; elle paffe par les points A &t B , puifque' 
x = o bc x =1 i a , racines de l’équation 1 a x — x 1 = o , donnent l’une 6 C 
l’autre y => o. La ligne AB a été nommée le grand axe de l’ellipfe ; pour trou- 
ver le petit axe , des points F , f comme centre 6 1 des rayons AC, BC , on 
décrit des circonférences qui fe coupent en D, d ; 8 c par ces points , qui appar- 
tiennent à la courbe , on tire Dd qui pafle par le point C &c qui eft perpen- 
diculaire fur AB ; c’eft pourquoi fi l’on nomme x b le petit axe Dd, à caufe 
de FD =s fD = a , on aura k l = a 1 — t 1 . Autrement , le petit axe étant la 
double ordonnée qui paffe par le centre C 6 c qui répond à l’abfciffe a, on doit 
le trouver en faifant x = a dans l’équation de la courbe ; en effet on en tire 
b 1 *= <t- i'. En fubftitu 3 nt cette valeur, l’équation de l’ellipfe prend une autre 

forme que voici : y 1 = 7 (lex x 1 ). 

(16). Si {fig. V) FP=AP — AF =zAP — CF -+- CA= x — ,<•-+. 

<e,fp= BP - h Bf = B A AP Cf CB = a -t- / -4- * , l cs àeux 

triangles reéhngles FPM , JPM donnent ÿ- = x l -4- x ( i a ) x 

(* <*)‘ = 4 a 1 -t- 4 « {-(-{* ** — z(a-t-i)x (a+ i)C 

8c par conféquent {=i — a+'-’. Nous remarquerons que FAI =3 A H doit 

être plus grand que AF, 6c que dans ce fécond cas les points H ne peuvent 
être pris entre les points F 6c /. Mais en fubftituant la valeur de ç dans l’une 

des deux équations, on en tire y 1 = — 7 ( x a x -f- x 1 ), 

qui eft celle de la courbe à laquelle on a donné le nom d ’ hyperbole ; elle paffe par 
le point A , car x s= o donne y = 0. La droite Ali eft fon grand axe ; mais 
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fi par le centre C, on mène la perpendiculaire DA , telle que c 75 ou ~CJ <=* 
P — u-, le? points D , d , n’appartiendront point à l’hypeibole, comme le fait 
voir la confiai etion & comme on le tire de l’équation même, or en y faifant 

x = n , on trouve pour y 1 une valeur négative , ou pour y une valeur 

imaginaire. Cependant nous prendrons pour l’équation de l’hyperbole 
' i* 

y 1 = ^ (» a 

où 4 St b feront, comme dans I’e'lipfe, les Ami-axes conjugués. Toutes les va- 
leurs négatives de x moindres que i a, donneront pour y une valeur imaginaire. 
Mais fi l’on faittra — i a, on aura y=o' t û de plus l’on fait ec = — ( 14 - 1 - r,‘; 

i p 

en nommant « l’ordonnée correfpondante , on aura u- = -y (i4«-f-t 1 ), 

équation d’une hyperbole femblable à la première, qui lui efl( oppofée ; cette 
féconde hyperbole a fon fommet au point B. Dans les hyperboles oppofées , plus 
l’abfciffe augmen e, plus l’ordonnée correfpondante augmente ; c*eft-i-dire , que 
les branches de ces courbes s’étendent à l’infini ; il n’en cil pas de même de l’elliple 
qui eft une courbe fermée. 

(17) . Sur le prolongement d’une droite BA ( fîg. VI ), je prends un point 
fixe F, tel que AF = B A St une infinité d’autres points i J , par lefquels je 
mène librement des perpendiculaires MPm à BP ; puis du point F comme 
centre & des rayoas ISP , je décris des circonférences qui coupent ces perpen- 
diculaires en des points M , m, St je demande la nature de la courbe qui pafTe 
par ces points. En tirant FAI , Fm . , je forme deux triangles reélangles qui doivent 
conduire à la même équation. Or fi je nomme Ali ou AF , a , AP , x, PM, 

y, à caufe de FM= a - (-"*.» BP = x 4, le triangle Fl’ Al donnera a'- -4- 

2 a x — 4 — x 1 sry’ + x 1 — 1 a x - 4 - 4 1 , St par conféquenty 1 =4 4 x qui eft 
l’équation de la courbe, qu’on nomme parùbolc. Dans celle-ci , comme dans 
l’hypetbole , plus l’abfcifle augmente , plus l’ordonnée augmente ; c’cft - à - dire % 
que les brandies de la parabole s’étendent à l’infini. On voit en outre que x = a 
donne y = O , St que par conféquent la courbe pafie par le point A. 

(18) . Les trois courbes dont nous venons de donner les équations , ont le nom 
de fcllii/ns conupus , parce que û l’on coupe un cône par un plan qui ne pâlie 
pas par le fommet St qui ne foit pas parallèle à la bafe , la ligne courbe formée 
par la rencontre de ce plan avec la furfacc conique , eft une ebipfe , une hyper- 
bole ou une parabole. Imaginez par le fommet du cône un plan parallèle au plan 
d’une feâiun conique St qui rencontre le plan de la baie du cône dans une 
droite indéfinie qu’on appelle directrice : la feâion conique fera une ellipfe , lorfque 
la direûrice tombera toute entière au-dehors du cercle, qui eft la bafe du cône; 
une hyperbole lorlqu’elle le traverfera ; une parabole lorfqu’elle fera tangente à 
ce cercle. Cette propolition fe trouvera démontrée dans la théorie des lur faces 
courbes , n°. 60. 

Dans la parabole le point fixe F , dans l’ellipfc Sc l’hyperbole les points fixes 
f ont nommés les foyers de ces courbes. O11 appede paramètre dans la parabole 

le 
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le quadruple de AF ou 4 a ; dans les deux autres courbes , la troifième pro- 
portionnelle aux deux axes , eft appellée paramètre de celui qui efl le premier terme 
de la proportion. 

(19). Une ligne droite qui ne rencontre une courbe qu’en un feul point, ît 
qui , étant continuée de part 6c d’autre , n’entre point dedans , mais tombe au- 
dehors , eft appellée tangente en ce point. Soit une courbe 4M N ( fg. Vil") 
6c deux ordonnées perpendiculaires à l’axe , MP, NQ ; je tire la corde N MS 
& j’abailTe fur NQ la perpendiculaire MO ; je nomme enfuite AP, x , AQ , 
X, PM , y, QN , Y , 6c les triangles femblables NOM , MP S donnent 


... X-* . 

PS — yYYZ Y' 


KO, Y — y,: OM, X — x, ::y 

Cela pofé, ft MT eft tangente au point Al , plus le point N approchera du point Af 
plus N MS approchera de fe confondre avec MT; on aura la focs-tangente * 
PT en faifant X=x .v , Y— y dans l’expreftion de PS. Mais alors cette ex- 
preflion fe préfente fous la forme indéterminée f , ce qui ne nous apprendroit 
rien , fi pour chaque courbe particulière , elle ne prenoit une valeur déterminée. 

Si la courbe eft une parabole dont p eft le paramètre, on a y-=px,Y 1 = 
p X , d’oh l’on tire Y — y- ou ( Y-+-y ) ( Y — y ) = p ( X — x ) , 6c par 

confcquentj^j; y = —£ y y, cxpreflîon qui fe change en celle-ci, — lorfqu’on fait 

Y= y 6c X=x. Donc lorfque la courbe eft une parabole 

PT = — = 1 a:.'’ 

P 

Si la courbe eft une ellipfe ou une hyperbole , on a 

a «*=F*0, Y^ = ~( la XTX^i 

d’où l’on tire Y 1 y 1 ou ( 3 — f— ) ( Y — y ) = p £ 1 a ( X x ) ( X+-.r) 

( X — x ) J , & par conféquent 


X— x 
Y — 


■y— 


yilA-y) 


J + (AT -J-*)) 


, expreflion qui fe change en celle-ci 


y 

p - zp -jT) * l° r ^ u ’ on X = x6c Y— y. 

A 

Donc lorfque la courbe eft une ellipfe ou une hyperbole , 

. . __ 

la fous-taneente PT = . 

0 a^Zx 

On appelle normale une perpendiculaire MR à la tangente MT, 6c fous-normale 
la partie PR de la ligne des abfcifles. Or PR fera donné par cette proportion 
Partie I. C 
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PT : PM :: PM: PR; les deux triangles rectangles TPM, MP R donneront 
cnfuite la tangente MT 6 c la normale MR. 

Dans la parabole PR — » MT=x ( 4 x -f- p ) , MR = L^x + p). 

Dans l’elliple 6 c l'hyperbole PR = ~ (« + *), MT =3 

( x a xT-*') = ? ( 1 a X ^ ** ■+■ jr ( <* + * ) 1 )• 

Mais cette théorie des tangentes ne pourra trouver Ton entier développement que 
dans les applications du calcul différentiel; nous allons nous occuper des autre* 
affections des courbes algébriques, en préfentant le problème fous la forme la plu* 
générale. 

(10). Imaginez deux droites AE , BF ( fig . VIH &t IX) qui fe coupent en 
failant entr’elles un angle B HA (m) , &c une droite Mm qui, prolongée s’il efl 
nécelfaire, coupe BP en failant avec elle un angle BNM ( q ) ; foient aulfi tirée* 
des points B, M, m les droites parallèles BD, MP, mp qui font avec AE 
un angle ( n). 

On nommera AD far) , BD (y) , AP ( X ) , PM f Y ) , Ap (X') t 
pm (f'), BN (T), MX (V), mN (P 1 ) ; 

6c les deux triangles femblables B DH , H Pu donneront 

y lin, n riu y fin. (m-Ha) „ ( X — x ) fin, m 

y* 


BHx=. J -PP, DH— 


fin. m 


lin. m 


(X — x) fin. n 
Hu =-j--r-_-7^y 


uM. 


lin. ( t 

= r+y 


n ) -p ( X — jc ) fin. m 

9 U Un. 
y fin. n 


fin. m 9 
( X — x ) fin. m 


fin. (m 

Dans le triangle uMN y 1 angle Af=m n — q; donc 

r+,) -(*-*> ^ . 

„ fin. (m-A-rt — ÿ) , 

uN= - T . — p H; donc 

r y s fin - "• ■ f) , r . 

BR (T)— (AT x) fin fi a . (rn-J-n) ^ 

On tire de ces équations 

(l) . . . . (AT x ) fin. n — T lin. (m -+- n) V fin. (m n — . q ) 

(i) . . . . ( T -h y ) fin. (m -f- n ) = H fin. q -j- ? £ T fin. (m-f-/») 

— Vtfin. ( m -+- 

( zi ). Dans le triangle Hpt , 

( X ’ — x ) fin. / 

P ,œ ùn.p + n) 


)]• 


*y,Ht: 


( X’ — x ) (in. n 
' ' fin. fm-fr-n ) 


y fin. « 
(in. m 


Digitized by Google 


ET DU CALCUL INTÉCRAL. 

[-(*' — *)fm. m v ,~\ 

Partant tm=± |_ fio ^ + y — T J , 

mN ( y ) = ± [ — - {y + Y') J , 

fin . (m -4— n f) , . . 

Nt = - 4- — , — r 2 - ^ ; on en tire une autre valeur de 

J- un. ( m -f- n ) 9 

P W f T\ f V' .. N fin.» fin, (m 

( ) N ' ' ' fin. ( m -f- « ) lin. (m -f- «) 

On aura donc ces deux équations 

(3) .... (AT' — x ) fin./i = T fin. (m -+- n ) f"fin. ( m + n — q ) , 

(4) ....( I" -t-^)fin. (m-3-n) = ^[ T fin. (m + n) -f- 

A" fin. (ot — f— /x 7) + V fin. q. 


U 


(il). Si M 8c m font deux points d’une courbe propofée , V &c V feront 
deux des racines de fon équation; 8c i! fuffira des équations 1 & 1, ou 3 ît 4, 
en mettant fuccellivement pour V dans les deux premières, ou pour V' dans 
les deux autres , toutes les racines de l’équation propofée. 

Des courbes du fécond ordre. 

(13). Nous repréfenterons toutes les équations des courbes du fécond ordre par 

4 y -+- bXY -f- cX ’* JY -f- eX ■+■ /= o; 

8c fi l’on fuppofe que les co-ordonnées Y Si X font perpendiculaires entr’elles , 
l’angle n fera droit , 8c à caufe de 

fin. (m -f-n ) = cos. m , fin. ( 01 n — q ) = cos. {q — m ) , 
les équations 1 8c 1 deviendront 

. X — x = T cos. m — V cos. ( q — m ) , 

Y -f -y = T fin. m V fin. ( q — m ), 

Nous mettrons pour X Sc Y leurs valeurs dans la propofée, 8c après avoir fait 
pour abréger , 

a fin. (4 — m ) 1 — b fin. ( q — m ) cos. (f — m) -f- t cos. (y — m) 1 = E y 

1 a fin. m fin. (q — m ) •+- b ^ COS. m fin. ( q — m ) — fin. m cos. (4 — m ) ^ 

— l c COS. m cos. ( q — m) = F , 

4 fin. m 1 -4- b fin. m cos. m -f- c cos. m 1 = G , 

( îuy bx — d) fin. (q — m ) — (by — i ex <) cos. ( q — m)=ff t 

( xay—bx d ) fin. m -f- ( by 1 ex — e ) cos. m = / , 

*y l bxy H- ex 1 dy -f- ex » /= K , 
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nous donnerons à la transformée la forme fuivante: 

EV' +'(FT — H) K-+- GT * — IT -+- K=o. 

(14) . Pour que /C=ttO, il fuffit que le point B foit un des points de ta 
courte, ce qu’on pemtoujours fuppofer. On peut taire en outre F=o, // = o 

qui ferviront à déterminer les angles m & q ; il eft donc démontré que touie 
équation du fécond degré peut fc réduire à une de cette forme : 
aT‘ -h cX l -+■ cX = o : 

& fi l’on fait dans celle-ci les mêmes fubftitutions que dans la première , on aura 
pour transformée 

+ — H) f -+■ GT i — /r+x=o,où 

E=a fin. ( q — m)- -f- c cos. ( q m ) l , 

F= 1 a fin. m fin. ( q m) — 1 c cos. m cos. ( q — m ) , 

G= a fin. m 1 -(-c cos. m- , 

H= 1 ay fin. ( q m ) -t- ( 1 cr-+- e ) cos. ( q — m ) , 

I = 1 ay fin. m — ( 1 ex -f- e ) cos. m , 

K — ay 1 -t- r.v- -t- ex. 

Mais l’équation Y x = — — ( X 1 ^ X) eft celle de toutes les ferions 

coniques ; elle l’efl de l’ellipfe , lorfque c & a étant pofitifs , on a e négatif ; de 
l’hyperbole , lorlque a étant pofitif, on a c &c e négatifs; de la parabole , lorfque 
e * 0. Il n’y a donc de courbes du fécond ordre que les feétions coniques. 

Des feSions coniques. 

(15) . Premièrement je ferai K = o, puifqu’on peut toujours fuppofer que 

• . f 7 * f-} 

AbiB font deux points de la courbe. Secondement le co-efficient — g — , pris avec 

• 

un (igné contraire , étant égal à la fomme des racines, fi l’on fait FT — H= o , 
les deux racines, ou les deux valeurs de V , deviendront égales, l’une pofitive , 
l’autre négative. M a i s au centre tous les Mm qui y paffent doivent être divifés 
en deux parties égales; ainfi , pour trouver le cemre, il faudra faire que l’équa- 
tion FT — H— o ait lieu , quelque foit l’angle q — m, ce qui donnera 

T fin. m ==y , T cos. /»= — - x — — ; & éliminant T 

y cos. m t 

X ^ fin. m 2 e 

Déterminons l’angle m de manière que BF paffe par ce centre ; à caufe de 
AH—x+ , nous aurons AH = — ^ , qui fera pofitif pour l’elüpfe, 

négatif pour l’byperbole & infini pour la parabole. 

(z6); 


\ 


s 
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(î6). Troifièmement la même équation JT — H=o , fervira à déterminer 
les diamètres, s’ils doivent avoir autant d’ordonréts politivi» ont de négative*, 
égales chacune à chacune ; Sc comme cette équation efî du prtmier degré, ces 
diamètres liront des lignes droites. Svppofons la droite FF un de ces diamètres ; 
l’équation devra être vérifiée dans toute fon étendue ; c’efl-à-dite , qu’il faudra 
qu’elle ait lieu quelque foit T. On en tirera par conféqnent / =-- o, II — o ; 

Sc comme nous l avons déjà trouve, a: -t- ■ lin ~ — — — ; on aura en outre 
(in. (7 — m ) C cos. m 
cos.(ÿ — m) <* fin. m 

En faifant dans la transformée F , H , R nuis , elle devient 

r i T ‘ — tî t )> °‘ i 


1 »r 

G fin . tn 


nrni. G a 

1 Dh ec t- = , — 

t. c CO*. — ai 


cette dernière quantité eft pofitive pour l’elüpfe , négative pour l’hyperbole , 
infinie pour la parabole. 


& 


(17). Les ordonnées A 1 P , mp étant perpendiculaires à AH , i[ fera un des 
demi-axes de la fiction conique. Nommons le A , & i le demi-axe conjugué ; nous 

aurons dans l’ellipfe - = — l A, & faifant X— h , F=i dans l’équation de la 
courbe, ~ ; nous aurons dan s l’hyperbole y =i A, fit faifant J%T= — A, F=t 

dans l’équation de la courbe, ~J — — p ; car ~ doit être négatif. Aitift l’cqua- 

i> 

tion F 1 = j-f ( i h X -t- A' 1 ) fera celle de ces feQions coniques , par rap- 
port <tux axes , le f gne — étant pour l’cllipfe 8c le (igné -4- pour l’hyperbole. 
En nommant X' l’abfciflë ppll du centre, on a A' = A À , Sc par confié- 
quent i h X -t- A* — -4- A= Xp A' 1 . L’équation des deux feflions coniciues peut 

donc prendre cette autre forme F 1 = jjr ( A* — A" 1 ), 

Nommons A' le demi - diamètre BH Sc 1 fon demi-diamètre conjugué; nous 

/ 

aurons dans 1’elhpfe — = i A' , Sc faifant T = A', V => i' dans la trans- 

G j'» j 

formée , jp = ^ ; nous aurons dans l’hyperbole -g = — i A', Sc faifant 

G i ’ 1 G 

T=.— h* 9 y = 1 dans la transformée, , car doit être nega- 

ï ,x 

tif. Ainft l’équation ^ = p ( j J' T + F 1 ), fera celle de ces feélions 

conimtes , par rapport aux diamètres, le ligne — étant pour l’cDipd Sc le ligne -4- 
pour 1 hyperbole. En nommant T' l’abfcilTe prife du centre , la même équation 

prendra cette autre forme F 1 = ± Ç, ( A'* _ T 1 ), où le ligne -4- eft pour 

l’eilipfe Sc le figne — pour l’hyperbole. 

Punie /. O 
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Il eft donc démontré que la propriété des deux feclions coniques relative aux 
deux axes, s’étend à deux diamètres conjugués quelconques. 

(lS). Nous avons trouvé y = A' fin. m , y 1 ^;~r= (A + x / 


, A 1 , ;> 

= h'- ■+■ j t _y l ; partant fin. m- p cos. m * =c 


nr yr- 


On tire de celle-ci fin. m 1 = 


i» A* — A'* A* h 'zci 1 

A'* A*_jz<* > cos - m ‘ — A’» A*":*: i* * 


& par conféquent 


fin. (y — m )* 
COS. (j — m )* 


i 4 cos. m 1 
A 4 fin. m* 


<* h‘ <■ — <* 
A 1 A ! —A'* > 


lin. ( q — m ) 1 


i* 

A 1 A 1 


i 1 ± i* ( A ' 1 ^zi 1 ) . 

A' ! =ti^(A' 1 q:i 1 ) = ( A* i*) (A* :fci‘ — A'* )’ 
A* 


, x. A 1 — A ' 1 :£ A* ( A* — A' 1 ) 

COS. (f /v) A , — A'* ( A ' 1 hF ‘‘ ) (A ‘zpi*) ( A* il: i*^— A 1 *)" 

A 1 


fm. ( ? - m) 1 ± |r cos. ( q — ai )* = a T - j-^-A'* ’ 
fin. ni* :£ I* cos. m* 

. *1 G i'* 

Mais fin. ( j — «)*■ ± i* cos. ( y — *, )* — £ — ± A'* ’ 

A* 

donc A* -}- i* =x A' 1 i'* ; c’eft-à-dire , que la fomme des qiffirrés de deux 

diamètres conjugués dans l’ellipfe , ou la différence de ces quarrés dans l’hyper- 
bole , eft conftamment la môme pour tous les points de la courbe. 

(îp\ On verra aifément que lin. q = lin. m cos. — m ) -f- cos. m lin.' 
( q — m) ; en mettant dans cette équation pour fin. m, cos. m , fin. ( q — .m ) , 
cos. ( q — m ) leurs va'eurs , on aura 

lin. q - — : à caufê de A* - 4 -' i 1 A'* = -4- ï x . 

A' V A* ± i* — A'* — 

on en tire A' i' fin. q*= hi ; ainfi dans l’une & l’autre feclion conique, le pro^ 
duit de deux diamètres conjugués, multipliés par le (inus de l’angle que ces dia- 
mètres font entr’eux, eft une quantité conftamment la môme pour tous les points 
de la courbe. 


(50). Maintenant je fuppofe que le diamètre EF coupe une corde quelconque 
en failant avec elle, prolongée s’il eft néceffaire , un angle q ; alors le co-efficient 
du fécond terme ne difparoîtra plus dans la transformée, à laquelle on pourra 

, , , . FT—tt „ GT' — IT 

donner ta forme fuivante a 1 -j- ■ — y — / -i = 0. 
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Cette équation a pour racines A 'Al 8c A'm ; & comme par la nature des équa- 
tions , le troifième terme eft égal au produit des racines, on aura A’M.Nm 
CT 1 IT 

— — — • Mais fi l’on fait pafier par le même point N une autre corde 
Al'm’ qui faffe avec BF un angle q , en nommant £' ce que devient E 

G T 1 — l T 

lorfqu’on y change q en q , on aura aulfi A'M' . A’m 1 = -p • Donc 

A'M. A’m : A/M'. A'm' : : : E : : fin. ( q' — m ) l -+- -j cos. ( q ' — m : 

fin. {q — m) 1 -t- — COS. ( q — m )*. 

Parallèlement aux deux cordes, tirons du centre deux demi- diamètres a , A' , & 
par les points où ils rencontrent la courbe, abaifibns fur l’axe des ordonnées 

A fin. ( q m ) , a' fin. ( q' — m) ; les abfcifies correfpondantes prîtes du 

centre feront A cos. ( q — m ) , a' cos. ( q' m ) , 8c l’on aura 

A 1 fin. ( q — ot)* = + — A 1 cos. ( q — — m 

A' 1 fin. ( q’ '«)‘ = ± ~p (j ,x — A' 1 Cos. [q' m) 1 ') , 

d’où il fera facile de tirer 

fin. (q — my±p cos. (f — w/ss-tp, 

fin. (q' — my±p co s.(q' m > = ±7., 

8c à caufe de — = + p , la proportion fuivante 

A'M. A’m : A’M'. A'm 1 y. a 1 : a' 1 . 

Dans le cercle a = a ' , & A M. A’m = NM'. Nm. 

(3 1). En continuant de regarder le point B comme un des points de la courbe, 
nous fuppoferons que BF palîe par le foyer, & dans la transformée nous ferons 
q — 180 0 , fin. q — o, eos. q = — 1, fin. {q — ni) as fin. m, cos. ( q —m) = — 
ccs. m ; d’eù 

F ;* 

E = G =>— — = a ( fin. m 1 ^ p cos. m 1 ) , 

1 ~ — H — x a £ y fin. ro+jjx (ar + A) cos. m J. 

Mais en nommant AH , C, BH , r , on a y = r fin. m , 

*• = C — / cos. m , & 1 = H s= 1 a £ r' f fin, «h* -f- p cos. m 1 ) 

-h ( C -+- A } cos. m 
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En fubftituant ces valeurs clans la transformée , elle devient 


_ , l i* ( î rp h ) COS. m 

y •+- T — ir ±j -■ • = 


— O. 


fia. m’ at^rcos. i 


Or r eft unê partie de la droite f+T;li l’on nomme r l’autre partie , on 

I li’ ( h — i ) cos. m 

aura r r = jr p-j-r, , 

1 TT — cos. m* 


ou , mettant ( h -\-Cy pour h 1 -+- i-, on aura 


r — r 



( h ~ » ) cos. m 
(/' — ») ’ 

i — ~p cos. m 



i — k cos. m i-h — j — cos. m 


On appelle rayon vecltur toute ligne tirée du foyer à un point de la courbe ; 
ainfi r &c r font deux rayons vefleurs; & comme ils ne peuvent différer que 
par le ligne de cos. m, & que d’ailleurs torique m eft nul, r —C 6c 
r — i h — C, ou aura 

r== . iV 

. h -f- ( h Tp • ) cos. m ’ h — ( A î ) ccs. m 

Ces équations font connues fous le nom d’équations polaires des deux feûions 
coniques. 


( 3 1). Dans l’hyperbole les deux brandies de la courbe s’étendent à l’infini. Il 
y a des lignes qui en approchent fans cefie fans pouvoir les atteindre on les a 
nommées a/ÿirt- rotes. Si B F cil une de ces afymptotes, il faut qu’elle ne puilTe 
pas rencontrer l’hyperbole ni ion oppofée, telle valeur que l’on donne à V ; ce 
qu’on obtiendra en faifant en forte qu’une des racines de la transformée, réfolue 
par rapport à T, foit infinie , ou , ce qui eft la même chofe , en rendant nul le 


co-cfïïcient de T Or de l’équation G =z o, on tire 


fin. 


= -f : ~>q u > eft 


impoflible pour l’ellipfe , <k effectivement l’ellipfe n’a pas de branche qui s’étende 
à l’infini; elle donne pour l’hyperbole, p. Ainfi l’hyperbole a deux 


afymptotes qu’on conftruira de la manière fuivante : on mènera par fon fom- 
met une parallèle au fécond axe qui lui foit égale qui foit diviiée en deux 
également par le premier axe ; enliiite on tirera du centre deux lignes par ies 
extrémités de cette parallèle; ces lignes , prolongées de part & d’autre , feront 
les afymptotes des hyperboles oppofées. 


(33). Je fdppofêrai l’ordonnée i BF parallèle à l’autre alymptoto, c’eft-à-dire, 
que je ferai q — z m , d’où £ — G — o , 
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i % . • . . 

F *=> 1 a ( fin. m l -i- jp cos, n l ) , •>(•_- — 

i* ’ * • •' -• 

i/= u(y fin. m p (ar-l- A) cos. m) 

I <=» i a (y fin. m -f- p ( x -4- h ) cos. m) 

K = a Qy x — jj-i ( x 1 -4- l A * )^. 

Cela pofc , l r doit diminuer à’mefurc que T augmente , fans cependant que cette 
ordonnée puifie devenir nulle ; on fatisfera à cette condition, en faifant en forte 
que y foit une fraûion qui ait pour dénominateur T & pour numérateur une 
quantité confiante. Alors la transformée fera réduite à FT y— K il faudra 

que H & l l'oient nuis , d’où l’on tirera .y = O, x = — A tt K = a i'. Mais 

fin. = p—p , cos. m x = donc F =* a p - 

A* -U- I* m À* -4- i* 

Donc T y =a — — — ; dans cette équation aux afymptotes , — - — a été nommé 

puiJJ'ance Je l'hyptrbolt. 


(34'. Imaginons une droite quelconque terminée de pa't Si d’autre par les 
afymptotes, Sc fuppofons comme ci-delTus yzto, j: = — A; la transformée 

F K K 

prendra la forme fuivante V x -~g Ty + jr = o, où p ell égal au produit 

des racines, ou au produit des parties de la droite dont il s’agit compriles entre 
l’afymptote IJ F St les deux branches de la courbe. Si cette droite ell perpendicu- 
laire à l’axe , q — m = 90° , £ = a & le produit en queflion =5 i‘. Je paffe 
aux propriétés de la parabole. 


(35). Pour cette courbe l’équation FT — H=o devient 

la ( T fin. m — y) fin. (f m ) — e cos. [q — /n ) => o , 

qui ne peut avoir lieu quelque foit q m .que e ne foit nu) 3 d’où il faut con- 

clure que la parabole n’a pas de centre. Cette même équation étant celle du 
diamètre , pour le déterminer , on fera en forte qu’elle ait lieu quelque foit T , 
d’où l’on tirera 


1 a fin. m fin. ( q — ot) = o , 1 a y fin. (q m ) -4- e cos. (q — m) = 0 ; 

puis fin. m o , qui indique que tout diamètre de la parabole ell parallèle à 


l’axe, & * n - , 


cos. q — ~ ïâÿ L°rique K = o , celle-ci donne 


fin 




T 7 r " 


—p ) = p _ a p Alors la transformée devient 


F 1 T où - 4 - = -, * i = 4 x 

a 7 t, u un. q ^ 

Partie /. 
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Or — , ou la paramètre de l’axe , eft quatre fois U diftance du fommet de 

la courbe au foyer; de même le paramètre du diamètre cil quatre fois la dif- 
tance de foa fommet au foyer. 

(î*). Je ne regarde plus ALn comme une double ordonnée , mais comme u> e 
corde coupée par le diamètre BF. Dans cette fuppofition , on a toujours ut= a , 
6t la transf >rmée devient 

tn 1 J y fin- î * cos. q , rT , f T „ , , . , 

— 1 -h °> 011 TET7 cft Ie produ,t de * 

rac ucs .Vif 6; Mm. C’cfit pourquoi fi l’on imagine une autre corde M'm qui 
parte p.tf le mèmèprlint N & falfe avec JS F un angle q , on aura 
NM.Jfm : -K AV. Nrti :: lin. q ' 1 : fin. q i . 

Ayant mené deux tangentes y.T , yt ( fig. X) qui rencontrent l’axe de la 
parabole aux points T St r , ir qui fie coupent en un point u , fi l’on nomme les 
an ;les y q- t ,uV _7 , q ' , on aura T/a = y T fin. q , x Amt^=yT cas. q , 

yuV C= y!: tin. q\ 1 A jr' yt ,COî. q ; partant ' 

f ros. q r, e cos. q 

yT — — : j y - — -y — — • Mais 

3 a fin. q ia lu. q 

f‘T cgi, g — A l cos. / e /"cas . q 1 ' cos. î’"\ 1 

1 .. 4 a \ lin . q' ‘ fia. q * J 

* fin. ( /i -t- g. y / ços. V ios. _ 

4 <i fin. q' fin. q V loi. / fin. q J * 
ainfi dans le triangle Tut Ci l’on fait 

fin. ( •/ -h 5 ) : Tr fin. / : 7 « : : fin. q : tu, on aura 

j. e S c os. / c os. g m J /■ cos^/ cos. q N 

4 j lin. q \ fin. q' — fin. q J ’ ~ 4 afin./ v fin. / fin. q J 

& par couféquent' - .) . j 

— e f cos. q coi -q’\ I — C / cos. q cos ./N 

yu -- - ^ a fi n , q fin. g ^ fin. q' J > F u ' 4 <i fin. / ^ fin. q fin. / y ’ 

donc yrt : y'u fin. q' : fin. q , d’où il efl facile de conclure que fi ces tan- 
gentes font parallèles aux cordes Mm , M'm ' , on aura 

NM. Nm : NAT . N ni : : yu : yrt . 

(57). Suppofons que BF (jSjj. IX & VIII ) paffe par le foyer , St faifons dans 
la transformée q = 1 8o° ; elle devient , à caule de E = G == a (ÎTl. m- , F=zx a 
fin. m- , //= i «y fin. m — c cos. m =/ , elle devient , dis-je , V -f- T = 

s jy fin. w c cos. ta ... .. ... . ■ . .. . 

— : — Tfin "m* ’ " étant le foyer, 11 Ion nomme r le rayon vecteur 

BU il r celui qui lui eft oppofié ; on aura J'+farr + r ' , y — r[ fin. m & 
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, — e cos. m c r 1 1 -1 

^ ^ r ' a lin. tù * ‘ L. 1 -t- coi. ni 1 — cos. m J 

Du plus, fi Ton veut f ire attention que les deux rayons vcéleurs ne peuvent 
diffère que par le figr.c c!e cos. m , 6c que la fupp .fit ion de m = o doit rendre 
r' égal au quart slu paramètre St / infini , eu verra qu’on doit tirer néceflairemenc 

de l’équation précédente rae=. 


Z a 1— COS. CT 


Enfin les deux branches de la parabole qui s’étendent à l’infini , ont -elles 
des asymptotes ? Non , car il faudrait que la transformée fut telle, c; ue la f’uppo- 
fition de T infini tendît V nul St Tl' une quantité confiante ; ce qui n’arrive pas 
ici , puifquedc (7 = 0, on tire fin. m—o St F = o. 

fjS). Ayant une courbe du fécond ordre Sc deux droites AB, MX(Jïg.XI) 
qui s’y coupent, fi l’équa ion entre AP , X, PM , Y peut être repréi'entée par 
ei*-t-/\Al -i- cA’ 1 -i- J Y -b eX = o , AP , PB feront les deux racines de 
cette équation réiblue par rapport à X, St PM , PN les deux racines de ia même 
équation réi’olue par rapport à Y. Or, pour trouver MB, il faudra y faire Y nul, 

ce qui donnera cX l -+- tX = o , dont les deux racines X—o,X f e di- 
ront à déterminer , l’une le pointé St l’autre le point B ; donc PB - X 


eX- 


cA'* 


Mais par la nature des équations - 


A’- 


tX* 


eft le 


St AP . BP : 

produit des deux valeurs de Y ; donc MP . A’P ; AP ■ BP : : c : a , propo- 
lition que nous avons démontrée plus haut d’une aurre manière 


émontrée plus haut d’une autre manière. 

( >9 )• La courbe étant du troifiéme ordre, (Jig.XJI) fi l’an repréfente fc 
juation par 

aTi (ix +c) dx <- -+- cA +/) r-t- s x> + hx- .+. /a= 0 , 



.Y _ i __ v 7 — - Y— - 

îc y A i 1 P * 2 <• 


H 4 g“ g’ 2~g *+* V 77 7 fvtViront à clé- 

termi ^cr le? points a 4 9 B 9 D y & on .utra 


partant AP • BP . DP =. 


^+r.-V-, 

** -fri 


1 • 

7 ; 


iX 
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. , . , , . gA* -4- AA * -+ iX , r , 

Mats par la nature des équations , t > pris avec un li^ne contraire, 

eft égal au oroduit des trois racines de l’équation rcfolue par rapport à Y, ou 
à MP ■ OP PN ; donc 

MP ■ OP ■ NP : AP . BP . DP :: g : a. 

Des courtes (T un ordre quelconque. 


(40V Mats fans nous arrêter plus longtemps à ces c.t - particuliers, il nous faut 
confïctcrer les courbes de tous les ordres, de l’ordre n , dans l’équation defquelles 
fi nous fa>H>ns Us fubftitutious tirées des ét|.i.itions 1 & 1, nous en aurons une 
de la forme de la propofée que nous pourions npréfenter par 

V ” '-te Y '— 1 -+-y P’—i -4- -+- c P -4- t = o, oît 

(=3<l T-t- é i ,C?—ai T 1 -b i T c i, y — a 3 j T s -+-cj 7 '-f-</j f ' 

t = an T " -4- hi T " — * -4- en T a — * -4- ..... . . -4- en. 

Il ne faut pas perdre de vue que dans toute équation telle que la précédente , le 
co-eUvient du fécond terme avec un ligne contraire, ou — a , eft égal à la 
fomrne des racines; le co-if! cient du troificme terme, ou C, eft égal à la 
fomme des produits des racines prifes deux à deux; le co-efiicient du quat ième 
terme avec un ligne contraire , ou — y , eft égal à 'a fomme des produits 
des racines prifes trois à trois; & airli de fuite julqu’au dernier terme t qui eft 
le produit de toutes les racines , en changeant fon ligue lî n eft impair, &t en le 
conl'ervant fi n eft pair. 

(41). On appelle cemrc d’une courbe un point par lequel toute droite qui y 
pal Te eft coupée . de manière que fes parties comprifes entre ce point & les 
différentes branches de la couibe d'un côté foient éga'es aux parties comprifes 
entre ce même point ôc les différentes branches de l’autre côté , chacune à 
chacune. Or pour que P , paflant parce point, latisfît i toutes ces conditions, 
il faudroit qu’il fût donné par une équation dont tous les termes fuffent de degré 
pair; ce qui arrivera toujours, foit que n foit pair ou impair, en égalant à 
zéro les co-clbciens des rangs pairs, ou faiiant i = o, j =9, 6tc. Dans le 
premier cas l’équation fe réduit à 

P" -4-0''" — 1 -b- -4-p P 1 -4- r== O , 

dont tous les termes font de degré pair; lorfque n eft impair, elle fe réduit à 
y ' p« - * 4. -f- c P ss o , 

qui divifée par P en donne une dont tous les termes font encore de de- 
gré pair. Ainli dans l’un 6c l’autre cas , l’équation étant réfolue , donnera 

Y ou —-—racines de cette forme P'rr=- 4i de laquelle on tirera de part 6c d’autre 

du centre des valeurs égales de P. Ayant les_, équations a =0 ,y = o, Scc. 

il 
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il fiudra qu’elles aient lieu indépendamment des valeurs données à l’angle f — m. 

(41). On diftingue différens genres de diamètres. Toute ligne par rapport à 
laquelle la Comme des racines poiitives, eft égale à la Comme des racines néga- 
tives , eft un diamètre du premier genre. Sa nature Cera déterminée par l’équa- 
tion « = o , qui étant du premier degré , indique que ce tliamètre eft une ligne 
droite. Toute ligne par rapport à laquelle U Comme des produits pofitifs des 
racines prifes deux à deux , eft égale à la Comme des produits négatifs , eft 
un diamètre du Cecond genre. Sa nature Cera déterminée par l’équation C = o, 
qui étant du Cecond degré, indique que ce diamètre eft une courbe du Cecond 
ordre. Toute ligne par rapport à laquelle la Comme des produits pofitifs des racines 
prifes trois à trois, eft égale à la Comme des produits négatifs , eft un diamètre du 
troifième genre. Sa nature fera déterminée par l’équation > = o, qui étant du 
troifième degré , indique que ce diamètre eft une courbe du troifième ordre ; Sc 
ainfi de fuite. 

Si on vouloit un diamètre abfolu , c’eft-i-dire , un diamètre qui eût autant 
d’ordonnées pofitives que de négatives , égales chacune à chacune , il faudroit 
faire en forte de réduire la transformée à n’avoir que des termes de degré pair. 
Or , fi 1 ’on pouvoit découvrir quelque relation entre les finus Sc cofir.us des 

angles m 8c q m , qui étant fubflitués dans tous les termes , feroient que 

ceux de degré impair euffenr un ou plufieurs feûeurs communs, en égalant à 
zéro chacun de ces fréteurs , on rendroit nuis ces termes , & on conftruiroit 
autant de diamètres qu’il y auroit de fréteurs. Il pourroit arriver q.ue quelqu’une 
de ces fuppofitions fit difparoître des termes de degré pair ; fi elle les faifoit 
difparoître tous , l’égalité du fréteur à zéro ne conftruiroit pas un diamètre. 
Lorfque l’équation eft de degré pair , le prob'ême des diamètres abfolus eft réfolu 
par les mêmes équations que celui des centres ; toutefois avec cette différence 
que dans le premier les équations a =■ o , y = o , &c. doivent être vérifiées 
dans toute l’étendue de T, c’eft-à-dire, avoir lieu , quelque foit T ; au lieu que 
pour le problème des centres elles doivent avoir lieu , quelque foit l’aagle q — m. 

. Des courbes du troifième ordre. 

(4j\ Pour appliquer ces principes aux courbes du troifième ordre dont l’éqiu- 
tiou générale peut être repréfentée par 

a T' -H ( bX -I- c ) f‘ + (^‘ + ^+/) T 4- »*>+ hX l 4 - iX+ * =0 , 

nous ferons dans cette équation les fubftitutions du n°- 20 , &t il eu réfultera 
la transformée 

El (FT+ G) A' 1 4- {HT -\- IT -Je- K) E+LT' + MT' 4- AT 4- P =0, 
dans laquelle on a , en faifant pour abréger q — m = fx, 

E r=:a fin. /xi — fin. /x cos. fx ( b fin. fx d cos. /x ) — g cbs. / 1 ’ , 

L rrr: a fin. mi -4- fin, m cos. m (i fin. m -+- d cos. m ) -1- g cos. mi , 

Partie /. F 


< 
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F 3 a fin. m (in. /n'- 4 -b fin. p (cos. m fin. p— x fin. m cos. /t») -f- d cos. pt 
( fin. m cos. p — 1 cos. m fin. p ) -I- 3 g cos. m cos. p' , 

H=z 3 a fin. m x fin. p — b fin. m (fin. m cos. p — x cos. m fin. p)-} -d cos. m 
( cos. m fin. p — 2 (in. m cos. p ) — 3 g cos. m 1 cos. p , 

G r= -H c fin. — « fin. p cos. p-\-h cos. f» 1 — 3 (av fin. p l gx cos. p x ) 

-\-b fin. p (x fin. p-\-xy cos. p) — cos. p (y cos. ,x-+-i * fin. p ) , 
Af — c fin. m 1 - 1 - « fin. m cos. m A cos. m 1 — 3 (a y fin. m x — gx cos. m 1 ) 

-\-b fin. m (* fin. m — 1 y cos. m) d cos. m (y cos. m— x x fin. m) , 

/ — 1 (c fin. m fin. p h cos. m cos. p) 6 ( a y fin. m fin. p -+- gx 

cos. m cos. ,») + !( cos. m fin. p — fin. m cos. p) -f- x b {x fin. m 

fin. fj, (fin. m cos. p cos. m fin. p ) ) -4- x d (y cos. m cos. p 

x ( cos. m fin. p — fin. m cos. p ) ) , 

K = 3 (a y' fin. p — g x' cos. p ) — b (y' cos. p -+- a x .y fin. p) -4- 
(f — x cy) fin. p — ( i -y-xhx) cos. p -t- e (x fin. p-*-y cos. p ) 
d(x l fin-, p H- a xy cos. p) , 

fJ — 3 ( a y 1 fin. m -H g x x cos. m ) -f- b (>* cos. m — x x y fin. m ) -+- 

(y — I(^) fin. m -h (i ■+■ x hx) cos. m ■+■ c (*■ fin. m ^cos. m) 

-3- d x ■ fin. m — x xy cos. m ) , 

P — — ayi - 4 -(bx-t-c)y 1 — ( dx x 4- ex •+■ f) y 4- g xi -f- A x x 
- 4 - i x -t- h. 

( 44). Pour trouver les centres des courbes du troifième ordre, nous forme» 
ions les équations 

FT -t- G = o, £T’ + MT' -+. NT -+- P = o, 
dont la première devant avoir lieu quelque foit p , donne 

(3a fin. m-\- b cos. m) T c ^ay-\-bx=o, 

(3 g cos. m-\-d fin. m ) T -4- h -f- 3 g x — d y — o , 

( b fin. m d cos. m) x T e — xby-+-ldx = o, 
qu’on pourra beaucoup Amplifier en faifant x &i y nul*. On en tire alors, en 
éliminant T , 

e ( 3 g cos. d Cm. m) — h ( ] a fin. m -f- b cos. m) , 
x c ( b fin. m - 4 - d cos. m ) s= e (3 a fin. m -4- b cos. m ) , 
il par conlëquent 

fia. m * i — J Cf te— % c d 

cos. m ci — 3 a A t te — ]<c 
On aura donc pour première équation de condition 

9 a e g «w 6 b c g -4- t b' h — 6 a d h -i- X c d 1 — b d t =xO; 
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fcn trouvera l’au 1e en méfiant dans LT * -4- MT 1 -|- NT -\-P = o , au lieu de 
T, fin. m , eo . m .leurs valeurs. 

(45) . Pour déterminer les diamètres abfolus des mêmes combes, on fera 
E = o, HT- 4- Il -f- K — o ; & patee que la fécondé doit é.re véiifiéc dans 
toire l’étendue de T , on en tirera // = o , / — - o , K =-- o; quant à la pre- 
mièe , e! e donnera le rapport de fin. [x à cos. /x par une équation du iroifièine 
degié,d'où il fuit que ces courbes r.e peuvent avoir qu’un ou trois diamètre* 
abfolus. Si nous prenons pour exemple celle qui a pour équation 

T’ — X * - 4 - hX l 4- i X = o , nous aurons 

fin. fx’’ -f- cos. /a* = o , fin. m* fin. /x 4- cos. m 1 cos. yu= o, 

(A — J ar ) cos. m cos. fx 4 ~ 3 y fin. m fin. /x =s o , 

3 ( y 1 fin. (x 4- a* cos. /x ) — ( i 4- a h x \ cos. /u = O. 

On ne trouve qu’une feule valeur réelle de qui eft — 1 , êc cette valeur 

étant fubfiituée dans l’équation fuivante, on en tire—-™ =■ 4- 1 ; les deux 
qutres donnent enfuite 

A 3 x HP j_y =0 , « 4 - 1 h x 4 - 3 (y 1 — ) = o, 

fit pour équation de condition A* 4-31 = 0. 

Des branches infinies des courbes d'un ordre quelconque. 

(46) , Nous pafldns i la recherche des branches infinies des courbes , & nous 
rappellerons en peu de mots ce que nous avons dit de celles du fécond ordre dont 
nous repréfemerons l’équation par a¥- 4- cX- 4- tX 4 - /= O. 

Pour déterminer les branches infinies qu’elles peuvent avoir dans la direction 

de T, il faut faire C=o dans la transformée du n°. 14, d’où- ", = — —1 

qui indique deux branches infinies , hors le cas où ~ feroit pofitif , qui eft celui 

de l’ellipfc & du cercle. Si ces branches infinies ont des afymptotes , il eft né- 
ceflaire que V fuppofé nul rende T infini & TV une quantité confiante. Nom- 
mons r cette confiante ; la transformée où l’on fera V nul , après avoir fubfiitué 
r i TV , deviendra Fr 4 -II' — K =0 , dans laquelle T 11e peut étte infini i 
moins que / ne foit nul. On aura donc ces deux équations /= o, Fr — K; 
defquelles on tire, en fuppofant Tune des afymptotes & ^l’ordonnée parallèle 
i l’autre, d’où q=x 1 m , 
fin. m *c*- 4 -r 

» — 1 ("fin- rrP—e cos. m' ) r = dy 1 4- ex % 4- « ar -h f. 
La première, combinée avec celle-ci coi = — ~ , donne a y* + (x» + 
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ex-\ o; ainfi, à caufe de fin. m 1 

4 tf 


, cos, m 1 d’oti 

t c 7 a — c 7 


— zac 4 *cr t x 4 c f— e' 

,on a- =* / — — our= f u -c* — .■ 

1 4 — * •' « l6ac a 


a fin. m* — c cos. a 1 : — f , . 

Il eft clair que lorfque e = o , qui eft le cas (le la parabole , les branches in- 
finies n’ont point d’afymptotes ; ce qui fait diftinguer deux efpèces de cours in- 
finis , dont les uns ont des afymptotes fk fe nomment cours hyperboliques , 6 C 
dont les autres n’ont pas (f afymptotes 6c fe nomment cours paraboliques. 


(47) . De ces cas particuliers nous conclurons généralement, que lorfque 
quelques valeurs réelles des finus 6c cofintis des angles introduits rendront nul le 
co efficient de y * , il y aura cours infini dans la direction de y ; que ce cours 
infini fera dans la direction de T, fi c’eft le co-efficient de T” qui difparoît. 
Mais pour abréger , nous 11e confidérerons que les cours infinis dans la direélioti 
de T , 6c nous dirons : lorfque les fubftitutions rendront nuis en même temps 
les co-«fficiens de T ", T • — T" — * , 6cc. il y aura autant de cours infinis 
dans la direction de T, que les fubftitutions auront fait difparoître de ces 
termes; il ne s’agit plus que de reconnoître de ces cours infinis, ceux qui font 
paraboliques 6c ceux qui font hyperboliques. 

(48) . Nous donnerons à la transformée du degré n la forme fulvante : 

AT" ^-{AiV-b-B) T«— -b- {A xV‘-b-B , r + C) 

(^Jf'i + Sif' + Ct y D) T" — 1 -t- 6cc. = o , 

où nous mettrons r pour / / 7 ', ce qui la changera en celle-ci 
AT" -4- BT —■-+-( Ai r -+- C) T— x -t- ( B 1 r-f- D ) J*— *+> 

(Air x C 1 r E ) T “— 4 + (S u > -+• Z 7 1 r -+- /• ) J-— s -4- 
( A 3 r> C 1 r 1 -f- E 1 r -J- G ) T a — 6 -t- 6cc. = o. 

Cela pofé, fi la courbe a n cours infinis dans la direétion de T, l’équation A=oÿ 
qui eft du degré n , relativement d » aura n racines réelles ; 6c fi ces cours 

font hyperboliques , comme alors la fuppofition de V nul doit rendre T infini , 
on aura B — o , qui fervira à conftruire les afymptotes ; la transformée fera 
réduite à A 1 r- f- C = o , de laquelle on tirera la valeur de r. Cela (uppole 
que Az=r. o ne rende pas A is=o; car alors le cours, au lieu d être hyperbo- 
lique, feroit parabolique. Mais (i la fuppofition de A = o tait dtfparoïrte tout 
le fécond terme, ( A t h' -+• B) T " — les afympcotcs des cours hyperboliques 
feront déterminés par l’équation C = o 6c r par -B I r D ~ o , ou par 
A i r x - f- Ci r-+- E ==o, fi la même fuppofition faifoit difparoître en même 
temps A 1 6c P , B 1 6c D. Si en faifant difparoître le fécond tenue, el'e rei'doit 
.nuis ar AT: A t 6c Et, le coûts, au lieu d’être hypcrboliq'ie ,.fcrnit parabolique. 
Mais il ) auroit cours hyperbolique, fi le fécond 5 c le troifièm* terme feulement 
difp .’roijVo'ent , c’eft-à- dire , fi A = o rendoit nuis A 1 . , B , A 1 , 0 1 , C ; alors 
l’équation D — o ferviroit i conftruire les afymptotes, 6c r feroit donné par 
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Cl r-4- £ ~o ; fcc ainfi de fuite. Ces principes deviendront encore plus clairs 
en les appliquant aux courbes du troilième ordre. 

Des branches infinies des courbes du troifième ordre. 

(49) . Je fais dans la transformée du n°. 43, TP = r , St je la change en 
Celle-ci 

J Tf — f- A/ 7* 1 4- ( tir -4- A’) 7 * -4- lr -\ - P -4- •£/'** — f- GP 1 4 “ ( Fr — f— A. ) V = o. 

Ainfi pour trouver les branches infinies dans la dire&ion de 7 *, il faudra faire 
A=o, fc c cette équation du troifiême degré aura au moins une racine réelle. 
Suppofon>les toutes trois réelles fcc égales, L fera de cette forme ( a fin. m 4- 
C cos. m ; * , enforte qu’on aura a = * > , g = G > , A = 3 « - C , d = 3 *C l ; 
& comme //devient 3 (a fin. /x — C cos. J ( * fin. m -4- C cos. m /, la fuppo- 
fition de £ = o le rendra nul. Il s’enfuit que fi la même fuppofition ne fait pas 
difparoître AI, la courbe n’aura qu’un cours parabolique. Or, toutes réduélions 
faites , M = c fil. m 1 -4- h cos. m x 4- t fin. m cos. m , qui étant égalé à zéro fcc 
combiné avec « fin. m-t-Ccos. /n=o donnera les conditions pour que M difparoiflTe. 
Alors la transfoimée, où l’on fera V nul, fera réduite à NT - 4 - h 4-/'e=o; 
£4 parce que P —o doit rendre T infini, on en tirera N —o , qui fervira L 
conftruire les afymptotes , fcc Ir 4- P == o , qui donnera la valeur de r. Or, 
N— (t fin. m 4- 1 h cos. m ) x — ( 1 c fin. m 4- t cos. m ) y 4-/ fin. m 4- 
i cos. m ; ainfi A' = O n’étant que du premier degré enx&y, ne peut donner 
qu’un cours hypetbolique ; ou un cours parabolique, fi la même fuppofition 
failoit difparoître /. 

(50) . Suppofons toujours les trois racines réelles , mais feulement deux 
égales , L fera de cette forme ( « fin. m 4- C cos. m) 1 (y fin. m 4- / cos. m ) 
fcc on aura <r = a 1 >, g = C* /, b = a 1 T X *Gy , d = G'- y 4- l «Cf; fcc 
comme H devient ( « fin. m 4- G cos. m) [(3 a. y fin. m+i « / cos. m 4- 
Gy cos. m ') fin. /x — — ( 3 ffiTcos. m-\- 1 Gy fin. m 4 - «/fin, m ) cos. /x ] , la 
fuppofition de a fin. m -4- C cos. iji = o le rendra nul , d’où il fuit que fi I’ 
même fuppofition ne fait pas difparoître A/, la courbe n’aura qu’un cours pa- 
rabolique ; au lieu que la racine fimple y lin. m 4- «T cos. m = o de l’équation 
L=o, qui ne peut pas rendre //nul, donnera toujours un cours hyperbolique. 
M ais fi « fin. m 4- f cos. m = o , qui rend néceflaircment H nul , fait en outre 
difparoître A/, on fera N = o, qui étant du fécond degré en y fcc x indiquera 
deux branches infinies , lefquelles feront hyperboliques, fi I ne devient pas nul, 
autrement elles feront parnboiques. II pourroit arriver que les deux racines de 
Af=o fulfert imaginaires, auquel cas la couibe n’auroit pas de cours infinis 
pour a. fin. m 4- G cos. m = o , fi cette fuppofi ion fâifoit aufli difparoître A/. 

(51;. Si des trois racines de l’équation /. = o, deux font imaginaires 8c une 
réelle , comme l’égalité à zén de cette racine fimple réelle ne pourra pas faire 
difparoître H , il y aura une branche hyperbolique donnée par l’équation M—q 
P artie /. Ç 
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qui n’eft que du premier degré en y St x. Enfin fi les trois racines font réelles 
& inégales, il y aura pour chacune un cours infini hypeiboliqtie. 

( 51 ). Reprenons la première tranafotméc (n°. 45 ). Si l’on y frit E ou L 
nul , comme ces équations du troifîème degré ont au moins une racine réelle , 
il y a au moins une hypothèfe p'opre à fiirc difparoîtrc le terme affidé de Y s 
ou le terme affc&é de A' 1 dans la propoféc; on pourra donc repréiènter par 


(bX + c) P H- ’.JX* +rA'-H/) y-f-f-l’ - 4 - A A' 1 -b iX-\-k ■= o 

toutes les c |ua'i-'ns des courbes du troifîème ordre. Je la rélous ; Sc défignant par 
PN, PM Jig. XIII ) les deux valeurs de J’, ot par p la partie irrationnelle de 
Ces valeurs , j'ai 


P N . TT 1- . , t ^ d" p , PA * 


JX * . 


Pi 


donc î p efl la valeur de la droite MX compdfe entre les deux branches de la 
courbe. Imgi 10:1s uie autre courbe qui coupe toutes les AIN en deux parties 
égales, elle au a pour ordonnée 

Pn—PM- f- p _ r (i , v+c )- • 

Cett’ courbe efl donc par la nature du problème une hyperbole ou une para- 
fa de. Du ts le premier cas nous prendrons pour ligne des abfcififes l’alÿmptote de 


riiypetbole; 5 c nommant t l’abfcifie A p, , ou a efl confiant, l’ordonnée cor- 

refpondnte nn , parallèle à l’autre sfymptote, & dans la direction de PN dont 
la pcfition dépend de nous ; nous aurons pour les ordonnées aux deux branches 


de 'a courbe du troifîème ordre pN = -jy -+- p , pM ■=: p , dont l’une étant 

prife pofîtivcmeot l’autre doit l’être négativement. Donc nommant t 5 c tt les 
nouvelles co -ordonné.s de la courbe du troifîème ordre , nous aurons pour fon équa- 
tion ( u — — p) ( u — — -H p ou u 1 — — -t-^yr — p 1 = o, dans laquelle 

f tlX'+<X f x ' ->-**’ -*-iX a-A 

f 1 L~-(TX-4-cj J bX-bc 

w iis Pn ne diffère de pn que de l’ordonnée Pp de l’afymptore : & l’afymptote 
i ant une lig te d'ore, fin O' donnée ne peut être que de la forme C X -+- y , 
ou C St y On confians. O11 peut aufli fnppofer que bX + r elU 1 dans u.i 
rapport co fia ît ; do c la courbe du troifîème ordre prendra la forme 
tu 1 — a a = 1 1 -j- h‘ I 1 -f- ! t -b Y. 

( 5 j , . l.o-fque b t fl nul , la courbe qui coupe les AIN en deux parties égales 
efl u e par. b ■ e. On pourra faire difparoitre dans la propofée le terme gA'*, Sc 
l’aya: t imfe c fui e fous cette forme 

{dY -b’i A> +{cY+i)X + cY*+fY-t-kz=:o, 
fi l’on prend Y pour l'abOilL St A' pour foi donnée, elle ne fera plus qu’un 
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Cas particulier de celle que nous venons de difcu'er, & que par les moines 
transformations nous ra vénérons à la forme fuivante 
tu 1 — a ii — g' t x ■+■ h' t ï. 

L’équation fera encore plus fimple, fi b & c font nu’s en même temps. 

(54. Mais b , c, d étant nuis en même temps, fi la propolée fe trouve réduite 
i ^ r X i - J" J Y -f- g A* ■ | h A 1 -4* i JC q- k ^ o , il luilîra de faire 

Y=zu, X -+■ ~ = t , pour la ramener à la forme /«=■»'/> — J— A' 1* i' c — A'. 


(il'. En fe rappellant la valeur de Pn, on verra que fi b d ou c & f font 
nuis en même temps , la ligne qui coupe les MS en deux parties égales eft une ligne 
droite. Or prenant cette droite elle-même pour ligne des abfciffes , les ordonnées 
Correfpondantes feront p 8 c — f , &C on aura pour équation u 1 — f 1 ; ai fi il fut- 

fira de faire JC — r i pour que dans le premier cas, où p 1 = — — __ 

■j- ( g Xi -t- AA' 1 -f-f X -1- k ), l’équation du troifième degré prenne la forme 


K* •=: g 1 1* -f- A'/ 1 -4- C t -4- A’ , & pour que dans le fécond cas, où 

(dX -4- f) 1 1 , ,, , __ . k 

f* = —p p ( gJk x - 4 - hX -4- elle prenne la forme 

tu* =z g i* -4- h! t* -4- /' t -4- IC. 

(56). Enfin lorfque b, c, d, t front nuis en même temps, l’équation du troi- 
fième degré prendra naturellement la forme u ■=. g' t> -t- h' 1 1 -4- i' c -4- k!. 
Il fuit des détails dans lefquels nous venons d’entrer , que les équations des courbes 
du troifième ordre peuvent fe réduire aux quatre formes fuivames 
tu 1 — < ,tt = 4,/u=4,a* = 4,« = 4, 
où 4 = g't*- 4 - A'r 1 -t-i'f- 4 -A', 
car tu x ^z 4 eft renfermée dans la première. 


Des furfaces courbes. 

(57). Soit une courbe EZH ' fig. XIV) rapportée à fon axe X C au moyen des 
ordonnées perpendiculaires Z Q, HC , toute la itguxeALHC en faifantui e révolu- 
tion entière fur l’axe AC, tngendrera un folkle qu’on nomme folide de révolution. 
Or voici le problème qu’on le propofe de réfoudre : étant donné l’équation de la 
courbe EZH , trouver celle de la furface du folide décrite par cette courbe dans 
fa révolution fur l’axe AC ? Sur un plan donné de pofitiou, que je fuppofe coïn- 
cider avec le plan du cercle HBID , je (ire une droite BD auffi donnée de 
pefition ; puis d’un point Z quelconque de la furface courbe j abaifte une perpen- 
<Uc1l.11 1 e ZM fur le plan donné de pofition, & du point M une perpendiculaire 
biP fur la droite BD. Je nomme CP, A , PM, Y , MZ , Z , le rayon CH ou 
CB , r ; 6c la nature de la fuiface courbe fera déterminée par une équation entre 
les trois co-oidonnées X , Y ,Z. 
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Si EZII eft une ligne droite, le folide fera un cône droit ; & nommant II la 
hauteur de ce cô .e , on aura HM : Z : : r : H. Mais 


HA 1 =±= CH — CM = r — v/A 1 -+■ Y 1 ; donc 


r {H — Z) = II V^A* -4- Y 1 eft l’équation de la furface du cône droit. 

Si EZH eft une courbe du fécond O'dre dont on peut repréfenter l’équation 

par aZQ •+- cCQ A- c CQ 4-/ = o, l’é uation de la fit'face fera 

<r ( A* 4- Y‘ ) -4- rZ‘ + eZ ->rf— à. 

Ou trouvera de la même manière les équations des furfaces de folides de révolution 
des ordres fupérieurs. 

(58). Nous avons fuppofé que la furface étoit celle d’un folide de révolution.’ 
Dans toute autre fuppofttion , foit (_/fg. XV ) Z un point quelconque de la fur- 
face courbe ; de ce point j’abaifte une perpendiculaire ZM fur un plan fixe que 
je fuppofe être celui de la planche Ôc dans lequel j’imagine un axe AC donné 
de pofition ; je tire enfuite A IP perpendiculaire A cet axe. La nature de la fur- 
face courbe fera définie par la relation entre les trois co - ordonnées AP , x , 
PM, y, MZ,{. Cela pofé, fi une furface quelconque eft coupée par un plan, 
il en réfultera une feâion qui aura une certaine courbure \ on demande cette 
courbure pour une feüton quelconque ? 

( 59 ). Je fuppofe qu’elle pafte par le point Z hc que BE foit la commune 
fcclion du plan lécant & du plan MAC. Du point M , j’abaiflê M .V perpen- 
diculairement fur BE , &C je tire ZN qui fera aulfi perpendiculaire fur BE ; je 
fais AB-= h , l’angle CBE = m & l’angle MS Z , qui eft l’incinaifon du plan 
ZBE fur le plan MAC , = n. 

Les triangles reéhngles BPO , AhVO donnent x : tang. m : : x — h : PO ; 
donc AIO =y — ( x — h ) tang. m; cos. m : t : : x — A : BO , i : cos. m : ; 
MO : MN, i : fin. m : : MO : OS ; donc BS — BO -4- OS = y fin. m 4 - 
( x — A ) cos. m. De plus le triangle reûangle ZN Al donne 


cos. n : x : : MN : ZN 


y co». m — ( x — A ) fin. i 


I : tang. n :: MN : MZ = (y co'. m — (r — A) fin. m) tang. n.' 
Donc fi nous nommons t heu les co-ordonnées BS N Z de la feâion, nou- 
aurons 


t =y fin. m 4- ( x — h ) cos. m , u cos. n = y cos. m — ( x — A ) fil .m. 

Si je multiplie la première pircos. m , la fécondé par fin. m , he que j’ô e enfuite 
la fécondé de la première , j’aurai t cos. m — u fin. m cos. n — x — A ; donc 
x= h t cos. m — u fin. m cos. n, y — t fin. m 4- « cos. m cos. n , 
on aura en outre { — u fia. n. 

On mettra ces valeurs de x, y, ç dans l’équation de la furface courbe, & on 
aura celle qui déterminera la courbure de la fection. 

(6o\ 
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( 6 o ). Nous prendrons pour exemple la fur face du cône droit qui a pour équa- 
tion r( H — Z ) = H \/ X - -4- Y*. Nous ferons Z=q, Y— y , Sc A'=a: ; ; 

puis fubftituant pour{,_y, x leurs valeurs, nous aurons A' 1 -f-i' 1 =s (/i — i)* 
~-t- i ( A — t ) (r cos. m — u fin. m cos. n ) -+• t * -4 - u 1 cos. «* , 
(II — Z ) 1 = //» — 1 II u fin. n -4-'« l fin. n partant on aura l’équation 
II 1 t 1 -j- ( H 1 cos. n 1 — r* fin. n 1 ) u 1 -H 1 üf l (A — » ) / cos. m -4- 
( 1 H r 1 fin. « — 1 H x (A — « ) fin. m cos. n ) « -+-// 1 ((A — -i) 1 — r 1 ) =0. 
La pofirion de l’axe AC & l’origine des abfcifTes étant tout-à-f.iit arbitraires , nous 
ferons ( A — i )• = ?*, ou A — 81 = 9 °°» ou cos. m— o , 6t l’équa- 

tion précédente deviendra 

H ’ r 1 ( r" fin. n* — //’cos. n* ) « l +( r fin. cos. n) iHru-=* o, 

qui eft l’équation générale des ferions coniques. A caufe de r 1 fin. n‘ — H % 
cos. «* = (/• fin. n H cos. n ) ( r fin. n — /f cos. n ), fi l’on fait r fin. n — H 
cos. n— o, qui indique que Z A eft [parallèle au côté du cône qui lui eft oppofé, la 
fection fera une parabole qui aura pour équation t' H- 4 r cos. n ■ u = o. Pour les 
deux autres cas, nous reprendrons l’équation générale à laquelle nous donnerons 
la forme fuivante : 


i r 




x r* fin. n’ — H' cos. n’ p t //r 

1 H x L U ~ ' r lin. n et H «o 

& il fera facile de voir qu’elle appartient à l’ellipfe , lorfque r ^fin. n eft moindre 

que H cos. a, ou lorfque tang. n < — , auquel cas la directrice tombe toute 

entière au-dehors du cercle qui eft la bafe du cône : elle appartient à l’hyperbole 
lorfque r fin. n eft plus grand que H cos. n; alors cette même bafe du cône eft 
traverfée par la directrice. 


(61). Nous prendrons pour fécond exemple le fphéroïde elliptique de révolu-- 
tion. L’équation de l’ellipfe génératrice pouvant être repréfentée par ZQ-H 

cCQ = 6 , t celle de l’ellipfoîde fera X 1 -4- Y 7 -4- cZ* =A’. On fera Z={ x 
t ZI x — i , &c on aura l’équation (A— i )* — A 1 —4- 1 ( A — i ) 

cos. m. t — 1 ( A j ) fin. m cos. n. u -W’ •+■ ( c fin. a* -4- cos. n 1 ) u‘ = 0 , 

dans laquelle on peut fuppofer A — b , cos. m = o, ce qui la réduit k 


* l — (c fin. n 1 -4- cos. n* ) P 1 * c0 — - u u’J , 

• Le fin. /i -t- cos. n - 1 ’ 


qui eft l’équation d’une ellipfe, à moins que la feftion nefoit parallèle au plan du 
cercle HB 1 D , qu’on nomme équateur du fphéroïde lorfqu’il le divife en deux 
parties égales, car alors on a fin. ji=:o , cos. n = 1 &c r* = 1 tu — u’ , 
équation au cercle. 

Un cas qui paroît échapper , c’eft celui où la feition feroit perpendiculaire au 
Partie I. ‘ H 
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plan de l’équateur 5 c où l’on auroit fin. n — i , cos. n — o. Mais alors y cos. m — 
(je — h) lin. m = o , t = y fin. m -H ( je — h ) cos. m , ç — u , d’où l’on 
tire j e = i +( cos. m , y — t fin. m , j u , 6c faifant les fubllitutions con- 
venables dans l’équation de l’ellipfoïde , 

( A — /)* A* -+- i ( A — i) cos. m, t -t- j‘ ■+• tu‘_rz o , 

dans laquelle on ne peut faire en même temps (A — <) J =zA l 6c cos. m — O.' 

Si l’on y fait A — i zrr — b , on aura «* := ( a A cos. m • t — r* ) ; 

dans la fuppofition de cos. ra = o, on aura r’-f- cu h =b l — ( h — i )% qui 
devient <’ -f- eu' xxz b‘ y lorfque A = i , 6c donne une ellipfe femblable à 
l’ellipfe génératrice. Nous développerons davantage la théorie des furfaces courbes 
dans les applications du calcul différentiel. 

Des lieux géométriques. 


( 61). Sur une droite AB (Jlg. XVI ) je prends AP^x^ X 6c je tire PM-=Y 
qui falTe avec AP un angle quelconque; à cette droite MP ou MW, je mène une 
infinité de parallèles telles que A'.V' ; Sc fi les points M , M , A r , A’ 1 , 5 cc. appar- 
tiennent à une courbe dont la nature foit donnée par une équation entre Y 6c X, 
cette courbe fera ce qu’on appelle le lieu de l’équation indéterminée. Tout fe 
réduit à ce problème : une équation entre les deux variables Y 6c X étant don- 
née , déterminer la courbe qui conftruit cette équation. Nous prendrons pour 
exemple l’équation du fécond degré a Y- -I- bXY-ÿ-cX 1 -+-<{Y-+- eX = O. 
On mettra dans cette équation pour T, X leurs valeurs tirées des équations 

Fj // 

l 6c x du n°. ao ; 6c fi le fécond terme de la transformée eft — ^ — V y on fera 

F—q , H= o, pour que les ordonnées foient à un diamètre , 5 c enfuite <7 = 90% 
pour que ce diamètre foit un axe. On aura de cette manière l’équation de la 
courbe la plus fiinple 6c la plus facile A conflruire. 

( 6) ). Il fera plus court de fuppofer d’abord q =r 90* dans les équations 
la &C 1 qui deviennent par-là 

(AT — jt ) fin. n=i T fin. ( -H A' cos. (m-+- n), 

( Y -f- y ) fin. n = T fin. m V cos. m ; 


It au lieu de faire de nouvelles fubllitutions , on pourra fe fervir de la transformée 

fin, (m -+■ n ) . COS. ( m n) fin. m 
fin. n * fin. n 


cos. m 
fin. n ’ 


, lin. ira 

du n°. ij , en y mettant 


au lieu de 


cos. m , cos. f q — m) , fin. m , fin. ( q m ). Ain fi , faifimt pour abréger 

m -+- n =: fi , on tirera des équations H zXx o, F =0 , ces deux -ci 

( 1 ay — bx — d ) cos. m ( b y — 1 ex — e) cos. yu — o, 
la fin. m cos. m- 4 - b (cos. m fin. /a -f- fin. m cos. fi) 4- a c fin./» cos. /i~=o. 
Soit cos. C cos, /i, fin. m—y fin. /x , y ôc C feront donnés par les deux 


\ 
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équations S = — ty ~ c . z aC y~b~ b (£ -f- ■>- ) -4- zc = o. Oa aura 

z a y — bx — d 

«nfuite C' cos. ,u l -h y' fin. /a* = I , d’où il fera facile de tirer 

cos. /x = -4- yj \ \ , fin. /x = Hr V^r— — i » partant on connoîtra les an- 

« — y . — y 

gîes m 8c n. On fera K =r o pour que B foit un des points de ta courbe; puis 
fur la droite BF comme axe ( jig. Xl'll ) , on décrira la feétion conique 
£f /t ‘ -t-GT‘ — fT=o, dont les co-ordonnces BN , T, NM, V font pcipen- 
diculaires entr’elles ; St ayant tiré AE qui fade avec B F un angle m , 8c MP qui 
fade avec AE un angle n , il fera clair que AP = X , PM zr= Y , St que par 
conféquent la courbe que nous venons de décrire eft le lieu de l’équation pro- 
posée. 

De la conjlruclion des équations déterminées. 

(64). Soit l’équation déterminée du quatrième degré 
v' + iix'+arx 1 — a * d x — a' f =■ o . 

Je fais difparoître les deux premiers termes en fuppofmt 


(1) x‘ -f- tx m ay , St il me vient 

{z) ..... y' — 7*' “f" 7 * x ~ dx~ a/= o , 


dont le lieu eft une parabole , une ellipfe ou une hyperbole félon que />’ eft égal, 
moindre ou plus grand que ac. On tire delà qu’avec une parabole St une autre 
feclion conique, on peut toujours conftruire la propofée. On mettra dans l’équa- 

tion î pour x‘ fa valeur a y — b x, i°. dans le terme — x’, i°. dans le terme 

c b 1 C 

-- x*y 3 0 . dans les deux termes * x 1 -1- — x* , & on aura les trois équations 


b* c b J 

( 3 ) y — -J y -f- 7 *’ •+■ C ■? — <0 * — a /= o » 

. . b* bc . 

(4) y-+- cy — p x'—(- +d) x — a/ = o, 

(5) y + (« — 7^)— (r/-h 7 — )*—*/•— o; 


dont la première appartient à une elliofe , qui devient cercle lorfque c étant = aÿ 
l’angle des co-ordonnées x , y eft droit ; dont la fécondé appartient à une hy- 
perbole, qui devient équilatère lorfque b = a , St dont la troifième appartient à 
une parabole. On trouvera deux autres équations que voici , en retranchant 
l’équation t de l’équation ; St en la lui ajoutant enfuite': 

(6) .... y' - x' -+- ( t - 4 - d — h - Jj'-Krf— b— 7 + jt) a —af=o, 

te b' b * 

(7) • • • « y' ( 4 — <* — — + A 4 - (c— a — )y r -af=o. 


l 
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dont la première efl une hyperbole équilatère 5 c la fécondé un cercle, lorfquè 
l'angle des co-ordonnées x bc^y eft droit. 

(65). Pour réfouiîre l’équation déterminée du quatrième degré an moyen de 
ce cercle 5c de la parabole qui a pour équation x' -)-bx ay; fur une droite 
sUj (/:>. XVI II), on prendra de part & d’autre du point A, Al’—x, AD—\b , 
îv fur une perpendiculaire à AP , PM — y. Par le point D , on mènera paral- 

lélement à PM une droite CDR, fur laquelle on prendra Z?C= — » purs fur 

cette droite comme axe , on décrira une parabole qui ait pour paramètre a &t fon 

i* 

fommet en C. Si elle palTe par le point à caufe de CR = “ -b- y &c de 

i* 

RMz=z'-b -h*, on aura (lé-f-*)’ — -+-y), ou éx-l-x’s ay qui 
efl l’équation 1. 

Cela fait, on mènera par le point A une parallèle 11 PM, fur laquelle on pren- 
dra AB = ^ -+- — , fi elle eft dans la direétion de PM, ou AB— "EEf. — , 

fi elle eft dans une direûion oppofée ; puis on tirera , parallèlement à AP &c dan* 

b b 1 

un fens oppofé , B K fur laquelle on prendra BE = \ d — — ( a — — c ) — ^5 

h b> 

dans le premier cas , ou = 7 d -P- ( a c ) -f- -yjt dans l’autre cas ; on 


tirera en outre EA = \/ B A -+- HÉ qu’on fera pour abréger. Alors fi 

l’on fait attention que BE 6c AP doivent avoir des lignes différens , on verra 


aifément que EM = V ? {BE ->t-AP / -+- f PM — AB )', après y avoir fubf- 

titué pour x* y 1 fa valeur tirée de l’équation 7, devient EM \1 m 1 a f. 
De ce rayon &c du centre E , on décrira un cercle; 6c s’il rencontre la parabole 
dans les points M,Al\ Al", M‘", 5 c que de ces points on abailfe les perpendi- 
culaires AJ P, Al' P‘, MP’, M" 1 P'” fur DA prolongée de part 5 c d’autre du 
point D , les lignes AP, AF, AP ", AP " feront les racines de l’équation dé- 
terminée du quatrième degré. En effet, fi on tire EA1, EM' , Scc. on aura 

EM — Em -H m.Vl , EM = Em A f ni , Scc. lcfquclles, à caufe de 

EM = EM' = , 6tc. ne font autres que 


y 1 - 


*’ -+-( c a — *—• ) d — ) x — af—o. 


qui étant combinée avec x' -P- b x rzr ay , donne l’équation du quatrième degré 
x 4 -f- i b x 1 aex 1 — a 1 dx — a* f = o. 

{ 66 ). La même méthode fervira à conftruire les équations du froifième degré , 
que pour. cet effet on élèvera au quatrième degré en les multipliant par des 

ùCteurs 
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fadeurs convenables. Soit propofé de conftruire l’équation du troifième degré 
x » — Ax’ •+• apx -h x' q s= O ; 

•n la multipliera par x -f- A pour avoir celle du quatrième degré 
x*b(ap — A’ ) x’ H-* ( tff A/> ) xb a'hq œ 

oit le fécond terme manque. En la comparant à l’équation générale du quatrième 
degré , on trouve t = o , partant AD o , DC o , d’où il faut conclure que 
les points A 6c D fe confondent avec le fommet C de la parabole & que le 

point B tombe furie point K. On a AB ou CK— — - — , BE ou KE = i é, 

m=*-r \/(a— c y bd‘ St EM == V Mais en continuant la com- 

paraifon des deux équations du quatrième degré , on trouve 

lK=L — L-T~ — ,KE==î-b h - I ,m==:y , CKbKE\Ebl==y/m--hq; 

1 t 1< X 20 

d’où l’on tire la conflrudion fuivante. 

On mènera par le point C (fig. XIX) Une perpendiculaire à l’axe, fur laquelle 
ayant pris CF = A , on tirera du point F tlne parallèle à ce même axe qui 
rencontrera la parabole en un point A. Sur le milieu de la corde CA , on élèvera 
une perpendiculaire indéfinie qui rencontrera l’axe en tm point G . On prendra de 
G vers C, GK=\ p, St fur une perpendiculaire à l’axe menée par le point K 
St qui rencontre OCr en un point H , on prendra HE= q ; puis du centre E 
St du rayon EA , on décrira une circonférence de cercle. Cette circonférence 
coupera la parabole en des points M, St fi de ces points on abaifife des per- 
pendiculaires telles que MQ fur l’axe , elles feront les racines de l’équation du 
troifième degré; quant à AD — A , elle appartient à l’équation du quatrième 
degré rélultante de la multiplication de celle du troifième par un fadeur x -f- A. 

Tout fe réduit à démontrer que EA=*\ m' — hq. Or a étant le paramètre de 
la parabole , on a CD ca h — y Sc, à caufe de CO= -j CA, CL = h — St la per- 
pendiculaire LO à l’axe égale i Donc , à caufe de OL es CL-LG,LG=[a 
St CK = * 1- [ a — ■ i p. Enfin les triangles femblablcs GLO , GKH don- 
nent KH = tE . St KE == partant 

2 0 K 1,1 

EA = V(* — W— + ‘ = V^Â^ 

(67). Le problème de la trilêdion de l’angle conduit à une équation du troi- 
fième degré. Car (i l’on nomme s le finus ou le cofinus de l’arc qu’il s’agit de 
divifer , r le rayon St x le linus ou cofinus du tiers de cet arc , on tirera des 
formules du n°. 8 , 4x1 — 3 r’ x = r' s , qui comparée ù l’équation pré- 
l'artit I. i 
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c'édente donne h = O , ap csa — • il— , a’ q = . A caufe de h = o, EMxs. 

4 4 

m — CE ; ainfi le cercle palTe par le fommet de la parabole. Si des trois autres 
points , où la parabole cil coupée par le cercle, on abaifle des perpendiculaires 
iur l’axe CD , elles feront les racines de l’équation du troifième degré. 

Cette équation eft dans le cas irréductible , car , à caufe de r]> s , 

— ^ LC— ^ J>-L r —~. Il fuit de là que le cas irréductible des équations du troi- 
fième degré fe réfoud par le cercle ; 6c nommant A l’arc qui a pour finus ou 
pour cofinus s, le rayon étant r , à caufe de A , A ■+■ lit, A ■+■ 4 it , ir étant la 
demi-circonférence, qui ont tous les mêmes finus 6c cofinus , on trouvera pour 
les trois racines de l’équation du troifième degré 4 x * — 3 r‘x = +r‘s, 

lorfque r 1 r a le figue — , fin. — , fin. ^ a - T , fin. . *! . 

3 J 3 

lorfqu’il a le ligne -b-, cos. y ,cos. ^ 1 * ,cos. 4 - , 
lefquelles racines fe préfentent de cette manière fous une forme réelle. 


(68). Le problème de la duplication du cube, ou des deux moyennes propor- 
tionnelles, conduit aufli i une équation du troifième degré. Car, nommant a, b 
deux nombres donnés, 6c x , y les moyennes proportionnelles entre ces nombres, 
on a ~ a: x :y: b ; d’où x‘ = ay , y' — bx , 6c éliminant y, x* =a‘ b. En 
comparant cette équation avec l'équation générale du troifième degré , on a 
i = o,^=o8 i q = b ; partant le cercle paffe par le fommet de la pa- 

rabole 8c a pour rayon { a' -f- b u Dès le temps de Platon , ce problème 
6c celui de la trifcâion de l’angle avoient une grande célébrité; les géomètres 
de cette école étoient bien convaincus qu’on ne pouvoit pas les réfoudre en 
n’employant que la ligne droite 6c le cercle. 


(69). L’équation du fixième degré 


x < bx< -J- ex* dx> -4- ex 1 — f x +■ g = 0 , 


étant propofée , on demande de la conftruirc par le moyen d’une courbe du 
troifième ordre 8c d’une feâion conique. Soit x ’ — rnx' — nx -4- q — — P x y* 
l’équation de la courbe du troifième ordre. En élevant les deux membres au 
quatre , je trouve 


X 5 — 1 m x! -4- ( m- — 1 n ) x* -f- 1 ( mn - 4 - q ) x* -4- ( n 1 — 1 mq ) a* — . 
a nqx -4- q' = p'- x 1 y 1 , qui étant comparée à la propofée , donne 

i /" J— 

m = — > q =■ V S » n —— j v -- , 6c par conféquent 
x s — 1 mx! — i nqx -J- ÿ* z=. x* — bx! — /r -4- g ==r 

p l x’- y 1 — ( m x — in)x*—~ x(mn-t-q') x* — ( b* — Z m q) x x . 
En fubftituant cette valeur dans la propofée 6c divifant par a.-’, elle 'devient 
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p'y* + (c+lB — m 1 )x l -4- (d — l mn l q) JC-+-« — t— i mq — n' =:0, 

f ** 

qui fera un cercle fi c-4-i n — m', out+ — — — , eft poûtif ôc égal à /*. 

Lorfque l’équation du fixième degré n’a pas de fécond terme , on peut la conf- 
trui'e au moyen de la première parabole cubique &£ d’une fcûion conique. En 
effet , iî l’on prend pour l’équation de la parabole cubique x * = a- y , & que 
l’on mette dans la propofée , oit le fécond terme eft fuppofé manquer , pour 
jc s , x\ x l leurs valeurs a* y' , a 1 xy , a* y, on la changera en celle-ci , 


ex- 4 - d 

y + y 




(70) . Soit l’équation x 1 " -t-ax'“ — * - 4 - 4 *** — 1 -f-e-v*” — 3 -4- êcc. := o 

que l’on propofe de conftruire en y employant la parabole x” t=s Cy m , où n &c m 
font des nombres entiers poütits fcc h j> m. On mettra dans la propoiée pour 
x 1 " , x 1 "— ' , je 1 ” — 1 , ar l '* — 1, fcte. leurs valeurs C'y 1 ", G y G y» 
x"~‘ , Cy m x’ — t , fcte. & on aura C* y lm -4- Cy m ( ax n — » -t- bx'~' -4- 
e x 1 — » -t- , Scc. ) -f a‘x m —> -f- b'x"~‘ - 4 - c'ar»— ’ fcte. — - o , 

qui cil d’un degré inférieur à celui de la propofée. Mais il feroit inutile d’entrer 
dans un plus long détail fur ce genre de folution des équations déterminées, fcc 
cous terminerons ce chapitre par difeuter la courbe qui a pour équation 
= Gy". 

(71) . Pour mener une tangente à cette parabole, on prendra ( n°. 19) fur 

la ligne des x une autre abfcifle X, & fi à cette abfciflc répond l’ordonnée F, on 
aura X “ C F". Or 


donc 


X" x" — ( X"—‘ +X—' x -4- AT"—» x 1 -4- &c.) (A’-ar), 

y- — y m = ( F'"—» -4- F— y+ Y~—>y'+tu.) {Y^y); 
x—x e ( y— :» -t- y m ~ l y -+- r-— > y* -4- &c. ) 


y-y 


X — 1 -+- A — ■* a -t- X — » -t- &c. 


expreflion qui , lorfqu’en tait x , Y y, le change en celle-ci 


On la multipliera par y pour avoir la fous-tangente 

Donc ( fig. XX ) puifque m eft moindre que n , la fous-tangente PT eft toujours 
moindre que AP, x; & puifque a-=io rend PM ou_y=aao, la parabole, de 
tel degré qu’elle puifle être, paffera toujours par le point A , s’éloignera de plus 
en plus à l’infini de la droite PC vers laquelle elle tournera fa convexité. Mais 
nous n’avons examiné qu’une des branches de la courbe qui tombe dans l’angle 
B AD. Pour la difeuter dans toute fon étendue, nous diftingtterons les trois cas 
fuivans. i°. Si «eft pair 6c m impair, la racine n de .v* eft - 4 - x . fie la racine 
m de y " eft -4 - y ; donc puifque x peut être poficif ou négatif lorfque y cil 
pofitif, une des branches de la courbe doit fe continuer {Sans l’angle b AC , 
en forte que fi parallèlement à BC on tire MM', on aura KM = Arti '. i°. Si 
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n ht /« font impairs, x ht y pourront avoir l’un & l’autre le figne-p*,' ou Puft 
& l’autre le ligne — ; d’où il fuit que la parabole doit avoir dans ce cas une 
•branche dans l’angle EAC , toute femblable à l’autrp branche, mais dans une 
pofition renverfée. }°. Lorfque n eft impair ht m pair, la racine n de x K eft -h x , 
ht la racine n de y“ , -f- y ; ainft la parabole doit fe continuer dans l’angle BAE y 
en forte que lî l’on mine une para’lèlc MPM * à DE , on ait PMz=. PM Le 
cas où n ht m font pairs fe réduit à l'un des trois autres, car en extrayant la 
racine quarrée autant de fois qu’il feroit nécelTaire , on arrivcroit à une équation 
dont l’un des expofans feroit impair. 


CHAPITRE II. 

De la méthode des indéterminées. 

(71). C’f.ST k Defcartes que l’on doit la méthode des indéterminées ; il en 
a fait particuliérement ulage pour réfoudre les équations du quatrième degré. Soit 
l’équation du quatrième degré x *-\-p x’ q x r o , dans laquelle manque le 

fécond terme ; on fait que pour une équation quelconque il eft toujours facile de 
le faire dilparoltre. Delcartes imagine deux équations du fécond degré 

x* +i* + t = o,x' sx -t- u = o , 

dont la forme eft déterminée par la condition que l’équation du 'quatrième degré,' 
qui proviendra de la multiplication de ces équations du fécond degré l'une par 
l'autre , ne renferme pas de fécond terme. En multipliant T une par l’autre les deux 
équations du fécond degré ht féparant jr* , on trouve x* = ( s 1 — t — u ) x' -+- 
s ( t — u ) x-—tu , qui égalée à la valeur de x* tirée de la propofée, donne 

(s 1 t u p) x' -+• ( s t — sa-+-f)x tu -f» r = o , 

équation identique puifqu’on a égalé deux valeurs de la même quantité ar4 ; 
équation qui don avoir lieu quelque foit x , ou fins que x puifle prendre une 
autre valeur que celles qui feront données par les deux équations du fécond 
degré, autrement on admettroit que l’équation du quatrième degré peut avoir 
plus de quatre racines. On a donc ncceffairement 

1' — t — u -+- p — a , st — ;« + j = o, tu r e= o. 

On tire Je la première .'-(-«=• s* -t- p , de la deuxième t — u =s= — j-; donc 

x* ■ I p q J 1 «f* p q 

t = — — > u ^ — - — -H — ; lefq telles valeurs de r St u étant fubf- 

/ ,3 | - l 

tituées dans la troifième, il en rcfulte • — -~r — rso , ou 

7 4 4 ' 

J* 


\ 
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+ — 4r) = équation du fixième degré rédudible au 

troifième; car fi l’on fait = { , elle devient {)+ !/j ç -f— ( p* — 4r){ = j t , 

(73 )• Nous allons préfenter cette théorie fous une autre forme , en l’appli- 
quant aux degrés que l’on fait refoudre; & d’abord nous l'appliquerons au fécond 
degré que nous repréfenterons par jr' -+• px -f- q = o. 

Nous ferons x = u t , d'oit x' = «* -{- itn + r 1 = «' — -J- l Sx. 

Mais on tire de la propofée x' = — px — q ; on a donc l’équation identique 
(i /-+-/>) ar -4- tt' — t’ -}-y = o, qui eft indépendante de x 6c dans laquelle on doit 

faire x c -f -p = o , rt‘— r l -f- q = o- On tire de la première t r~r: — - ; 6c 

P 

valeur étant fubftituée dans la fécondé, elle devient a* =5 — — y. Donc 


cette 


* = - 4 - y/ — y , x = — — + — î ,^qui eft imaginaire lorfque ÿ, 

4 1 4 

n 1 

étant pofitif , — eft moindre que y. Alors fi l’on fait — — q = — r’ , on aura 
pour les deux racines de l’équation du fécond degré x = — •£. -f- r ÿ — 1 
x = — IL —— r y / — 1 . 

II s’enfuit que (ï un trinôme ax' + ix + j a fes deux fadeurs imaginaires , fie 
que l’un foit repréfenté par x -f* A -f- B y/ 1 , l’autre devra I’étre 

par x -4- A — B y/ — 1 , pour que leur produit foit une quantité réelle ; 8c 
généralement fi un multinome quelconque réel a des fadeurs imaginaires , ils 
feront en nombre pair de la forme 

x A — i,x-+-A — B y/— ifX-t-A 1 — 39 ' y/ — i,6rc.’ 

car s’ils avoient une autre forme , les produits deux à deux ne feroient pas des 
quantités réelles, 

(74). Si l’équation étoit du troifième degré 8c repréfentée par x , -+-px-+-qs= 30 , 
on feroit x -- u -4- r , d’où x* u* 3 t -+- 3 ut ’ -+- r> = ui -4-ri -f- j ut x. 
On formeroit l’équation (3 u t-^-p) x -+- n* —J— /*— l— q = o, dans laquelle on feroit 


3 ut Jr p — o, u> -+- H q 
U 


— — P i 

o. On tireroit de celles-ci r= -^7* 


i + q — =z: o , ou u 6 -f- qu i = ~ , équation du fixième degré ré- 

pi 

dudible au fécond ; car fi l’on fait u • = { , elle devient -+• q { = — , de la-, 

quelle on tire { — — * 4 ; ^ f -J- • 

Partie I. K 
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ona( = » / + v/ 

V a *7 4 

Pour trouver les deux autres racines , on divifera x* ■+- p x -f- q par * — t—u, 
te à caufe de ( u -+- r)< -bp (« + ') + ? = o » ° n aura l’équation du 
fécond degré x x -b (u-t- 1 ) x -b ( u-h t ) x -b p =* o , qui étant réfolue 


donne x = — 


± 


y/— P r («4-0'=- 


-+^V- 


Ainfi les trois racines de l’équation du troifièms degré feront 


u—i 

, x— — ^ y — 3 > x — 


H — V~ 3 1 


ou , ce qui eft abfolument la même chofe, 
x — u — t, x-b — y/ 3 » x "+• 


U — f— f 
2 



ferorft les facleurs du quatrinome x» -4- p x -f- q où le fécond terme manque. 
Si t 6c u font des quantités réelles , une feule racine fera réelle , celle-ci x=«-K ; 


les deux autres feront imaginaires de la forme x = A -f- B \/ i , 


x = A B >/ i. Les trois racines fe préfenteront fous une forme imagi- 

naire , lorfque u Sc t feront imaginaires , ce qui ne s’accorde pas avec le principe 
que dans toute équation réelle les racines imaginaires ne peuvent fe rencontrer 
qu’en nombre pair. Mais « & f ne peuvent être imaginaires'que dans le cas , ou 
p étant négatif, on auroit iî P* P llls g rant ' q ue j 4* * & nous avons v “( n °- ?7) 
que dans ce cas , connu fous le nom d’irréduélible , les racines de 1 équation 
font les finus ou cofiuus de trois arcs très-réels. 

(75). Soit propofé de réfoudre l’équation du quatrième degré x*-bpx l 
■qx -4- r — o. On fera x = K-j-r-t-s, d’où x 4 = k 4 -+- 4 u* r-b 4 s 
6u x ? - 1- ia u x 1 s -t- 6 u 1 s 1 -b 4 ut' -+• liât 1 s -+- nuis'- -b 4 us* 
x 4 -+- 4 r* s -b 6 1 1 s ! -b 41 1* + i 4 =(4BJ + id)x‘+(4ii‘( + 4 /j‘)x 
a 4 — r* ■+■ s 4 — x «* s* -t- 4 « r* s. En égalant cette valeur de x 4 à celle tirée 
la propof'e, on formera une équation identique qui devant être indépendante de 
toute nouvelle valeur donnée ix, donnera néceflâirement 


4 us -h 1 i x -b p=o , 4 u x e -b 4 r s 1 -b </ = 9, 
u 4 — t 4 -t- s 4 — i u x s 1 -t- 4 u t 1 s -t- r = o. 
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3 » 


(**■ 


k’ + 4«‘j‘ — 4 u si 1 — r. 


On tire de la deuxième a* -t- s 1 = — -î_ ; donc 

4 r 

* -+-4“ 1 s 1 f l 4«jr 4 rt'-= 1^, dans laquelle il faudra mettre pour 

4 k s &t 4 a 1 s* leurs valeurs tirées de la premiire, & on aura 
4 r -+-if>t++ r 1 = G , équation du fixiérae degré qu’on réduit 

au troifièmc en faifant r* = { ; en effet cette fubftitution donne 

4{'-+-i p { '+£-=JL l= =Ç 

4 lo 

Mais a‘ -t- s» JL f x u s = — t l — £ ; donc (a-H s ) l = 


f— — — r l JL & u -4- s : 

4' » 


X = 1 + a -H s 


! ± — ,l — £-• Donc 

T 4 * ï 


= r -t- \/ — t l — ± _ JL 

— 4' * ' 

oh fi l’on met fuccefiïvement pour r ces valeurs -4- yf { & — y/"ç , on aura les 
quatre racines de l’équation du quatrième degré , qui font 


Vr V— : t-f, 

u Wt * 


= Vi — y/ — ; 


1 _ _£. } 
4VÎ 1 


r = — Vî -+-V / — 


l "d 7= 

4 V t 


■=-VT-\/~ 


W t 2 


ou ce qui revient au même , les quatre quantités 

t 

x 


-V t— y/ — i 9 _ — ~,x+\/ i—\/— z + _î_ — JL, 

Wt 4V{ 1 

X ~v' { +y/-~ i — — X -+- y/7 + y/ — t H — L-—L , 
4Vt 2 4 vL< * 

font les Êaûeurs du quintinome x *-+-px l ■+• qx 4- r. 
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(7 6). Nommons { , ç' les trois valeurs de ç; on aura 


L — , -4- -1- r » ?_ r »' V' 

T { *■ l, Ô4 U 


OU — 1 

4 V { 

Les quatre racines prendront cette autre forme 


* — V / {. ±\/{' *+• t' a=—V / {-(- H-aV'f't". 

r — V t — v4' — 1 V' ( (,x=s— Vi— \4+(’+iy'^ « 


où il faut remarquer que { -h eA toujours plus grand que î V^x {*» lorfque 
j" font réelles, 6c moindre lorfqu’eües font imaginaires; car ii l’on fait 

{ l" ~ l V ( l" =» t», oa aura — m ç" = — 6c 

+ X y/m 1 — «* , valeur qui ne peut être réelle que lorfque m eA plu* 

grand que n. Il fuit delà, que toutes les quatre racines feront réelles , fi 
r , j, 7 font réelles & pofitives ; i». que deux de ces racines feront réelles 6c 
deux feront imaginaires , ii 1 feule cil. réelle St politive ; 3 0 . que les racines feront 
toutes quatre imaginaires, fi ç, [ , ç étant’ réelles , une feu'e de ces quantités , 
l par exemple , eA pofitive. Il faut en excepter le cas où deux des racines de 
l’équation du tfoifième degré feraient égales, où l’on aurait ( = j". Alors les 
quatre racines de l’équation du quatrième degré deviendraient 


*= xz F z “ V 7 \/ — V { — % v7, 

dont deux font égales 6c réelles , 6c les deux autres imaginaires lorfque ^ ef| 

négative. 

(77). Nous avons vu que les fa fleurs imaginaires d’uri tnultinome réel ne 
peuvent être qu’en nombre pair , 6 i que deux à deux ils font les faéleurs d’une 
fonâion trinôme réelle. Soit repréfenté par r 1 -H s x -t- 1' X* le trinôme réel dont 
les faflsurs binômes font imaginaires ; pour trouver ceux - ci , on réfondra 

... • | .SX T , 1 - 1 ~f* y/ S . — A T t n— 

1 équation x -t- =s — - f , 5 c on aura x = i 1-1 " » «xpreffioij 


: y<- , 

qui fera imaginaire lorfque s' fera. moindre que 4 r 1 1 , pu lorfque - , ou — . 


fera moindre que l’unité. Or le cofinus d’un angle eA toujours moindre que le 
rayon ; donc le. rayon étant 1 , fi l’on fait — cos. Couj=jrt cos. C, le 


trinôme r* -I- a nx cos. C -h 1' x‘ pourra^ repréfenter tous les trinômes irréduc- 
tibles, oit dont les fa fleurs binômes font imaginaires. Donc fi un multinomc réel a 
des fafleurs imaginaires , on pourra les repréfenter deux à deux delà manière fuivante 

t * + ;■ (cos. C n- V r -“T • fin. C) 6c/x -t-r (cos. C— ^ — 1 . fin. C); 

Sc 
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& comme un des facteurs du multinome égalé à zéro doit le rendre nul, il eft 
clair que celle qu'on voudra de ces deux valeurs de a; , 

» = — — (cos. £+■>/ — 1 • fin. C ) , x = — (cos. C — y/ — 1 .lin. C ) , 

étant fubllituée dans le multinome doit auffi le rendre nul. Dans ces fubftitutions 

nous aurons à élever cos. C -f- y/ — 1 . lin. C à différentes puiffances. Pour y 

parvenir , je prends une autre formule cos. 8 -fa \/ — 1 . fin. 8, S c l’ayant mul- 
tipliée par la première , je trouve 

(cos. C-|— *>/— 1 .fin. £j(cos. 8-fa y/— 1 . fin.8)=cos. (C-t- 3 )+ V — 1 . fin. (C+8) » 
c’efi pourquoi fi je fais 8= C, j’aurai 

( cos. C + y/ — 1 . fin. C )* = cos. 1 C -f- y/ — 1 . fin. 1 C. Donc 
( cos. 1C+V/-1. fin. 1 C ) ( cos. 8 -h \/ — i . fin. 8) = 

cos. ( * C -+- 8) ± y' —1 . fin. (1 C-t-8); 

& fi je fais 8 = C, j’aurai 

( cos. C + y/ — i . fin. C )’ = cos. 3 C + y — i fin. 3 C. Donc 
( cos. 3 C 4 ; V — 1 fin. 3 C ) ( cos. 6 ^ V — 1 fin. 8 ) = cos. ( 3 C -1- I ) 

^y/— 1 fin. ( 3 C-f-8); 

& fi je fais 8 = C, j’aurai 

( cos. C y/ — 1 fin. C )♦ «=s cos. 4 C y/ — 1 . fin. 4 C. 

Sans pouffer plus loin ces calculs , on en conclura néceffairement que 

(cos. CHh y/ — 1 . fin. C )' = cos. a C + y/ — 1 . fin. A C. 

( 7 »)- Nous repréfenterons le multinome par 

a -h bx-i- car* -4- -+- Ax* 

dans lequel fi l’on met pour x fucceflivement u ( cos. C H- y/ — I - fin. C); 
o ( cos. C — y/ — 1 . fin. C) , où a = — on aura les deux équations 

<H- A a cos. C -+- eu 1 cos. 1 C+ « H- A a* cos. a C 

■+-(iafin. C-t-ftt 1 fin. zC+ +J«> fin. AÎ) yt — 1 

j -+- A u cos. Çt- eu* cos. 1 C+ -t- A a 1 cos. a C 

— (Aa fin. C -t- ni 1 fin. a C •+• -t- Aa' fin. A C) y' — j 

qui étant ajoutées enfemblc St enfuite ôtées l’une de l’autre donnent 

a-*- bu cos. C -t- c u 1 cos. l ? -t- a-Aa* cos. A C — o ^ 

bu fin. C -t- eu 1 fin. 1 C+ -+■ A a* fin. a C a o. 

Partie I. L 




Digitized by Google 


4Î DU CALCUL DIFFÉRFNTtF. L 

( 79 ). On cl. mande les facteurs trinômes de a K x' ? Nos deux équations 
deviennent a' -4- u' cos. a C = o , u K fin. a C— o; 6c comine !.t fecon.e donne 
fin. a C = o, on voit que A 6 ne peut erre qu’un multiple de h demi -circonfé- 
rence. Nommons 5 t la demi - circonférence qui a l'unité pour rayon, aï fera 
égal à Îtt , i étant un nombre entier pofittf, 6t cos. A C à -j- t ; c\ & le figue -+• 
lorlqtte i eft pair 6c le figne — lorfqu’il eft impair. Il faudra prendre le ligne -+■ 
lorfqu’il fera queftion de a' — x ' , 6c le figue — lorfqit’t! s’agira de a' -+- x', afin 
d’avoir dans l’un 6c l’autre cas u' — «* = o, d’où l'on tire « = a, ou r — — a 
Scr=i. En fubftituant pour r, t 6c C leurs valeurs dans la formule r' -t- irtx 

cos. C -t- /’ x ’ , on trouvera a' — a a x cos. — -t- x’, dans laquelle il faudra - 

mettre pour i tous les nombres impairs moindres que A, fi l’on veut avoir tous les 
facteurs trinômes de a' -t- x' ; 8c dans laquelle il faudra mett e pour i tous les 
nombres pairs moindres que A , fi l’on veut tous les fafteurs trinômes de a' — ar v . 
Il faut remarquer que loifquc A eft un nombre impair, la fonction a 

un f;. fleur binôme réel, a +ï; qu’elle n’en a aucun lorfque a eft un nombre 
pair : que lorfque A eft un nombre pair, la fonction a ' — x* a deux fadeurs 
binômes réels a- 1- a: 6c a — x, qu’elle n’a de fadeur binôme réel que u — x, lotf- 
que A eft un nombre impair. On peut tirer delà une démonftration bien directe 
6c bien (impie du théorème de côtes qu’on a coutume d’énoncer ainft. 

Si on divife une circonférence de cercle ( Jfg. XXI ) en arcs égaux A a, A à‘ , 
a B, a’ B' , Bb, B' b' , bD, b' D' , Scc. dont le nombre foit égala ia, 
£c que d'un point quelconque O pris dans le diamètre AK, on tire des lignes 
Oa, Oa', OB , OB ' , Ob , Ob', OD , OD‘, 5 cc. à tous les point, de dtvifion , 
on aura 

— A —A 

CA -+- CO = Oa . Oa ’ ■ Ob ■ Ob ' . Scc. 

CA — LO=OA.OB.OB’-OD.OD'.tic. 


m prenant ainfi ces lignes alternativement. Nous remarquerons d’aborl que 
lorfque A eft an nombre impair , O K eft une des droite; O a , O b , &c. v 
qu’eiie eft une des droites O B , OD , 6tc. lorfque A eft un nombre pair. Il nous 
refte donc feulement à démontrer qu’en nommant CA , a, CO, x St C l’arc 
AQ compris entre le point A 6c un des points de divifion , on doit avoir le 

produit OQ • OQ' ou OQ zzz a - — i ax cas. C -4- x ’. Or cela eft évident ; 
car fi l’on mène QP perpendiculaire fur CA, on a QP = a fin. C , O P zzz. 

• 4 * a cos. C - 4 - x , 8t par conféquent OQ = a 1 — i ax cos. C -4- .r *, 


( So ). Nous prendrons pour exemples a ' -4- x* qui a un faiteur binôme a -+• x 
6c un fafteur trinôme u* i ax cos. y x 1 = a 1 — ax-f- x 1 ; a 4 -+- x ♦ 

qui a deux faûeurs trinômes a 1 — i a x cos. — -jlx 1 , a 1 —! ax cos. -y + x‘,' 
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qui ne font autres que a 1 — ax \£ \ -t- x- , a - -f. ax \/ 1 -j— a 1 , car 

*■ I ^ X I 

c 05 ' ~7 = t cos. ‘7 ~ ; a i — — x s qui a un fadeur binonte a — x 

V 1 ’ V 1 

&t un facteur trinôme a 1 —• i ax cos. + — *+ 


ui a deux facteurs binômes a 


•x & un fatteur trinôme a 1 — 1 ax 


a *■ 

cos. — 4- x 1 = a 1 -f- x *. Prenons encore pour exemples a c ~ (-a- s & a‘ x ( .- 

Premiérement a s -q_ *« a trois fadeurs trinômes a- — 1 ax cos. Z- -t- x 1 

"** -• •* ' • 6 1 * 

a 1 1 a.v cos. ~ -f- ar l , a ' — 1 ax cos. ~ 4. ar-. Mais 

cos. j = — V J, cos. =0, cos. ~ = 16 ( cos. ~ )t — 1 0 cos, — 

5 cos.^ T es — "7^3» T, « trDis fadeurs deviennent donc a 1 4- x *, 

a 1 ax V 3 -H x 1 » a 1 *+■ ax y/ 3 * 4 ~ * *• Secondement <1 s — x s a deux 

fadeurs binoir.es a -f. x , a — .r 5 c deux fadeurs trinômes 

i \ . - ■ . 

1 ax cos. ~2 + x 1 = a l — ax -f- a 1 

0 . ' • . * n. . . 

a 1 1 ax cos. ~ -J- a» = a » 4- ax 4-. x ». .... 

(81). Si on demandoit les fadeurs trinômes de 

" ll — ia x x' coi. ^4 _a: 1 x; on auroit ks deux équations 

a 1 * 1 a » « * cos. g cos. x C 4— « 1 x cos. ixf=o 

l « ' cos. g fiii/x C 4- « 1 * fin. a C = o. 

Je multiplie la . première par fin. îxê 6c l’autre par cos. 2X(T, je foufirais 
enfuue la teconde de la première îc il vient 

a fin. xxC — 1 a K u K cos. £ ( fin. 1 xC cos. x£ fin. xC cos. axC) s=o 

ou u fin. a x C* 2 a « A cos. g fin. x C = o. Cette dernière équation étant 

jointe avec celle-ci u 1 »' cos. g fin. x C 4“ U ' K fin. ix£ = o, on en tire 

““ = fl IA & “ = *, sl’ou r = a &c t—i. En mettant a pour u dans la 

fécondé équation , on a fin. 1 x C = 2 cos. ^ Gn. x C , 6c , à caufe de fin. 2 x C = 

2 -fin. ? C cos. X C , cos. X C = cos. g; d’où l’on voit que xC= 2 / !T -f-£r 6 c 

, *‘<r±g 4 . „ , * 

c=a 7 * Ainfi les fadeurs trinômes demandés feront de cette forme 

« 2 it £ ~ ^ - ; 

^ —2 u ar cos. — Har 1 ; 6t on trouvera ccs fadeurs en mettant dans 

les deux formules 
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fi 


■ z a x cos. 


9 


pour i i tous les nombres pairs moindres que X. Nous remarquerons que quand 
X ell un nombre pair, on trouve par les iubltitutions précédentes deux facteurs 
de moins que n’en doit avoir la fonction a**-— i a*.r' cos. g -p- x l * ; voici ces 

facteurs a- —lax cos. y ar 1 , a 1 -f- z a ar cos. y -t- ar 1 : onn’entrouve 


qu’un feul de moins, favoir a 1 — — i ax cos. •- — K ar 1 , lorfque X eft un nombre- 
impair. 

On a de cette manière pour les facteurs trinômes de a e — - i ai ar> cos. g -f- art 
ces quantités 

2 y Cf 2T — g . Ç 

a'- — zaarcos. : 4-x l ,«‘ — z ax cos. ‘ H- a ' l ,a‘ — zaorcOs. — ar 1 .' 

.3 3 3 

En effet, à caulê de 

cos.-^=— ffeos. y —V 3 <i”.y), cor.^y^=— y(cos.y-hV 3 fin. 
on trouve que le produit des deux premiers faüeurs eft 

a J 

a- 1 a 1 x- -p- a 4 -+- cos. -y -H z a * ar* cos. — ; 

Sé cette quantité, étant multipliée pur a 1 —— z a a? cos. y -f- ar 1 , donne 

a’’ i a> ari cos. g -t- x f . ’ • ■ ■ "1 • 

(8z). Des dernières formules, on tire aifément une autre propriété du cercle 
que Moivre a remarquée le premier. Voici comme on a coutume de l’énoncer. 

.Si fur la circonférence d’un cercle quelconque ABH.4 ( fig. XXII ) on prend un 

arc AL=x g &t l’arc AB= -y ; qu’on divife la circonférence, en commençant 

au point B , en un nombre de .parties égales marqué par x;. te que d’un point 
quelconque O , pris dans le’ diamètre AK , on mène à tous les points de divtlion 
les ligues O B , OF, Of , OG , Og, & c. je dis qu’on aura 

. 1 — 2 —2 —2 — 1 — IA —A — A — IA 

OB ■ OF ■ Of ■ OG • O g • 5 iC.=CA — z CA • CO cos. g -f- CO . 

En elTet , nommant CA , a , CO , x , &c £ l’arc compris entre le point A & un 

des points de divtlion , on a Ô ç/ == a'- — z a a: cos. C -f- .v* ; 

_ c ir + t 2 % — e a»-4-e 4»-t » 

oc mettant pour C eps duferens arcs — > ■ — - — > . 1 p > j — £ > - — — 2 > «ç, . 

on trouve pour OB , OF, Of , OG., Og , tic. les mêmes quantités que 

nous venons de démontrer être les faéleurs de a 1 * — z a * x ' c#s. g x 1 *, 

: • - - ... v- * no • .: . > 


Des 
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Des fractions rationnelles. 

( 83 ). Toute fonflion rationnelle entière peut être repréfentée par 
a_f_ bx -f- cr 1 -f- -4- hx K , 

car on peut fuppofer que tous les nombres entiers poflibles font compris dans 

la fuite o, 1,2, a. Il fuit delà qu’on pourra repréfenter toute fraâioti 

rationnelle par 

(P) a s- b x 4 - ex* ■+ h »* . 

CO • • • • • «f -4- à’* -i-~h'x*‘ ’ 

& fi dans celles qu’on propofera , il fe trouvoit des puiiïances de x , dont les 

expofans fulTent des nombres entiers négatifs, telles que* — ' , x — 1 .... x — fl •, 
il fuffiroit , pour qu’elle devînt femblable à la préaédentc, de multiplier fon 
numérateur 6t fon dénominateur par*'*, — /x étant le plus grand de ces expo- 
fans négatifs. Multipliant, par exemple, le numérateur & le dénominateur de 

la fraÛion , par x* , on la transforme en celle-ci 

P 

Maintenant , dans ta fraction -q , A peut être plus grand ou moindre que 4' ; s’il 
eft plus grand', en divifant 

h x K -4- .... ex* -3- b x -f- a par h! x *' <4- _j_ c' x- -f- b' x -3- a , 

on pourra toujours partager la fraétion rationnelle en deux parties , dont l’une 
fera une fonûion rationnelle entière , Sc l’autre une fraétion rationnelle , telle que 
la plus haute puilïance de x dans le numérateur fera moindre que la plus haute 

puiffance de ar dans le dénominateur. Soit propofée, par exemple, - * J, ; on di- 

vifera * 4 -{_ a x par x' -4- 1 , & on trouvera que 
ax ~h x 4 1 -4-4* , , A 

■7™ x > — x 1 — 1 -4- 3 de la même manière on trouvera que 

tl*-**.. — = 4 ,v> . Ainfi lorfqu’on propofe de réfoudre une fraétion 

1-4-** 1 -4- x' 

rationnelle en fraétions fimples, tout fe réduit à décompofer en fraétions fimples 
une fraction rationnelle de cette forme 

(/') a-S-bx^-ex' -4- h ** 

(Q) «'-4- b'x -4- c* x 1 -*r -f- ? *v*r’ ’ 

dans laquelle le numérateur P &c le dénominateur Q font fuppofés n’avoir pas 
de facteurs communs. , 

(84). J’imagine un nombre A -4- 1 de fraétions binômes 

â. B , c 1 g- c . 

m -f- f) x m’ -1- ri x _+ * m‘ -|- n" x ** 

& il eft clair qu’en les réduifant au même dénominateur , la fraétion réfultante 
Partit l. M 
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4 • . eur une fonüion rationnelle entière du degré x qui fera la 

JE générale de'ce degré. Prenons pour exemple les trois frayons 

«' -+- «' * **’ «'-h ’ 

en les réduisant au même dénominateur, nous aurons 
A m ** -t- ^ C ro ‘ *' n * " " * 

c m „/ _f C ( <■> « -f ■ ■ ) C _ . 


/ n x ^ ( m' -t* n' X ) (n" a " *) 

^ - A «ne fonQion rationnelle entière la plus générale du fécond 

dont le numérateur eft un . | fuppofe que les binômes, m -t- n x, 

de, ré. U faut b.en &.«»*£» « üxTpr Sier.“«2*; car fi les chofes étotent 
i i: -JïïXJ Wx fût égal à Am ■+■ An*, ce qu. donne 

autrement, &C que , P £ dev, endroit 

m ’=Km,ri=x K.n, la lraato . , , aK . B y„„' ,» 

( -4- B) »»' H- C \\\ mn ■+■ 

_1_ l Km 2 » 


dont le 'numérateur ne peut Pff r ^f\ nt ^ fo“ai^S“ÏÏ”£ond degré 

(. m-r -*Y " *) , - . 

, «oréfenter tout: fonftion rationnelle entière du fécond 

&"i “"S K E~ . e u. .™» «..» *» <e>« . » » *■“ 

les itois fraûions £ 

nrèry + -+ ’ m +■"%’ frouv x 

« les !*»». » °" “ 

Imaginons maintenant deux Valons trinômes^ ^ 

d+JAr-rr? ■+■ T^T 777^7* » 

'f'** tientlné-ux & premiers entr’eux ; en les tédmfant au 
dont les dénom.nateurs fo*n« inégaux oc y 
même dénominateur > ou trouve 
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jh* + Cr' - 4- (Br'*-+-Dr') x + ^ï' + Ct^x' x' 

. i A r‘ d cos. £* ■+■ a 5 d 1 * cos. C* 

-t- 2 C rt co*. £ -t- x D ri cos. £ 

( r* -I- z rt x cos. £+• f ) (r 11 .+. a dd x cos. »-(-<'**) 

8c dans cette fradion le numérateur cft une fondion rationnelle entière la plus 
générale du troifième degré. Si les fadeurs trinômes étant égaux, on eût formé 
les deux fractions 


A - 4 - B x C -f- Dx 

(/■ n- t ri* cos. i -t- i 1 j 1 ) 1 r’ -+- a rt x toi. £ If. s 1 ** ’ 

en les réduifant au même dénominateur , on eût trouvé 

^ + fr’ + (B + Dr’)«+' Ct' x’-t-Dd x* 

-t- i Crtcos. C -t- 2 Drt cos. £ 

( r 1 -t- 2rtx cos. C -t- /* x 1 )* ’ 

le numérateur de cette fradion cft aufli une fondion rationnelle entière la plus 
générale du troifième degré. 

(85). Mais fans pouffer plus loin ces calculs, je crois que nous pouvons re- 
garder comme démontrée la règle g nérale que voici , pour .réfoudre en fradions 
fimples toute fradion rationnelle propofée. Si elle cft rcpréfentée par 

( P ) a -t- i x-t t»’4- + i*‘ 

(Q) a’-hi'x-t-i'x'-t- -t-dx»'*" 1 ' 

on cherchera les fadeurs du dénominateur Q, en réfolvant l’équation 
*d i' x -t- c* x 1 -t- . . . . . • . . •+• i‘ x K ~*~' : o. 


Si l’on trouve les fadeurs binomos réels m-h nx , m-hn'x , &e. ip-t-qx ) ft , & c . 
où m -t- nx , m -t- r/x , &c p -t- qx , &C. font inégaux & premiers entr’eux , 5 c 
les fadeurs trinômes irrédudikles r 1 -t- 2 rt x cos. C -t- r* x- , &cc. (j‘ + is«* 
cos. y -t- u~- x* )“ &c. oh r‘ -t- î rtx cos. C ■+■ t‘ x‘ , Scc. s‘ -t- 1 sux ce*. y 

• P 

-t- u' x', 6cc. font aufli inégaux &c premiers entr’eux; on fera = 


A 

m -f- n x 


o A ' 

—f — -f-&c.H f 


B' 

(d +-?*)““* 


H' E -4- F x 

— -4- &c. -+* ^ , . ■ . ■ . 1 — t -f- &c. -f- 

a x r -f- >rii cos. c t x 


L' -t- f ' * 


G' -H ET : 


(a* -+• 2 t » x co«. y -+- u' x 1 y (i‘ + un* cos. y-t-i^x’) 11 1 

Af -f- A' x 

-f- 1 - 1 s — * * 4 - «c. ; 

ï -t- 2 s u x cos .y -t- u x 

& fi après avoir réduit ce nombre de fradions fimples au même dénominateur, 
la fradion réfultatve a pour numérateur 

iti+Bi»+Cu‘ + . . , + 


V 
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comme cette fonction rationnelle entière peut repréfenter toutes celles du degré *, 
on pourra fuppofer qu’elle eft identiquement la même que 

+ 

on aura de cette manière les équations 

A i — ■ a y S i e= b , C i et: c ....... Z . H 1 ™ A ( 

qui ferviront à déterminer 

W,B,& c. A\B’ If, tic. E,F, tic. E' , F'., N' , tic. 

IU- tx-H **-*-4** 

( 86 ). Nous prendrons pour exemple la fraftion rationnelle - ^ l “yc^ **) * 

que nous propoferons de réfoudre en fer fractions (Impies. Les faûeurs du dé- 
nominateur font x, i (i — *)*, i — *-+■ *’ 5 nous fuppoferons donc que 

la fraûion propofée eft égale à 

A B A' B 1 . E+- F x 

T ^ TTx + [i-x)' r + ,-*-4-** ’ 

Sf réduifant au même dénominateur, nous aurons l’équation identique 


A — 1 A x ■+■ A x' -h 

Ax 1 — x Ax* A x 1 = a. 

— 1 -+- Ii — 3 R •+■ 

4 B — 3 B -t- B 

-+■ A’ — B 1 — 

E-hA'-B- 

-t- n — e — 

F -f. B' -3- F 


-+- E 

— 1 — 3 _ 

4 -f 

de laquelle on tire 


if s I,£=a 2,./ sa 5, 

B' — E =2 —f , F = Donc 

1 - 4 - ix-h 3 * 4 4 - 4 *' _ 1 

1 ï . ? 

*(!-*)■ 1 ( 1 > * ' M' + «) ■ (i— •*)" ■ H»-*) 


Il — 4 * 


_ . * . 
«JE S * 


3 ( i — *■+• *’ ) 

.Voie* une a“Ue méthode pour déterminer ces mêmes co-efficiens. 

P 

(87). La fraûion rationnelle^. étant propofée pour déterminer le numérateur 

A P 

de la fraélion partielle — , on fera Q = (m-M x )S,ti-=a- 

m —J— nx n 

PP P v c 

on a auflï — = j r-j. , donc R = - . Mais R eft une fonction ra- 

Q (» + "x)S m -4— nx 

tionnclle entière , donc F AS doit être cxaékement divifiblc par m-f- nx ; il 

fuit delà que fi l’on fait m -+- n x — o , on doit aufli avoir P — AS = o ; &C 

f p . m 

que par conféquent A eft égal a ce que devient — , lorfqu’on fait x = ; 0 n 

voit 
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▼oit bien clairement que S ne doit pas renfermer des fadeurs égaux à m •+. n x t 
ni qui en foient multiples. 

Dans l’exemple précédent P=i-{-l x -f- 3 x l -+~nx', S= (1 — (i-3-a.i) ; 

lorfqu’on fait x = O , on a ~ = I , c’eft effectivement la valeur que nous avons 
déjà trouvée pour A. Si on vouloit déterminer B , on aurait 5 = x ( 1 — 

( 1 — x -+- x 1 ) ; or , lorfquc x = . — 1 , =£ , donc B = j , comme nous 

l’avons trouvé. 

(88;. Pour déterminer les numérateurs des fradions 

A' & h n 

(p-t-t*)" (p-*- f *)" -1 r+i*' 

on fera Q = ( p -+- qx /* S 6 C ^ — 


f + f 1 ’ 


P P _ 

A caufe de — = • , on aura R = 

<2 

P — S [ A’ -4- B' {p -t- g x) -4- . . . . . . • -+- H' O’-*-? * ) h ] 

(/’ + »»)'' 

Comme R eft une fondion rationnelle entière , il eft clair que le nume'rateur du 
fécond membre de l’équation précédente doit être exactement divilîble par le 
dénominateur; ce qui fera que ce numérateur s'évanouira dans l’hypothèfe de 
p -J ~ qx =0; donc dans la même hypothèfe P — W'é'=o , d’où l’on tire que 

À eft égal à ce que devient -Ç , lorfqu’on fait x = Mais puifque la fuppo- 
S g 

fnion de p-f- jx = o , rend P— —A' S = o , on voit que P — A’ S eft exade-. 

ment divifible par p -4- qx. Je fais = T , T étant une fondion ra- 

f+f* 

tionnelle entière , 6c il vient R = 

T -S [J' -4- C (p - 4 -?*) -4- •»] 

(f + tx !'- 1 

Par un raifonnement femblablc à celui que nous venons de faire, on trouvera 
que T — B' S doit être égal à zéro dans l’hypothèfe de p -f- q x «=a o , d’où l’on 

tire que B' eft égal à ce que devient -j- , lorfqu’on fait x = — — ■ Donc T — B'S 

"p 

eft exadement divifible par p -f- qx. Soit = U . U étant une fondion 

r ‘ 7 p-t-î* ’ 

rationnelle entière ; on aura 

Parue I. ' N 
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V— s [ C -f. -4 - H' (p -*-</*) ~ ? J , 

(p-t-ix)* — * 

5 i C‘ égal à ce que devient y , lorfqu’on fait * = -^.Veut on encore le co-effi- 

U c S . 

cient qui fuit, on fera ^ — = V , & on aura ce co-effictent égal à ce que 

devient y, lorfqu’on fait * = ; & ainfi des autres. 

Pour déterminer, dans l’exemple, les co-eflïçiens B', on fera Q=(l— *) l Si 
d’oîi S = * ( i -+- *’ ) & s = ; lortq“° n fait x=ii 

cette expreflion devient = 5 , c’eft la valeur de A’. Mais P — A ' S =. 1—3* 
.4- 3 4 a:» — 5 *4 1 donc r=l-ta:4-.* l H-5*»,&-y=: 

! 1 — J x 7*7 , dans laquelle fi l’on fait x= 1 , il vient y pour la valeur 

de B'. 

(89'. II cfl queftion maintenant de déterminer les co-efficiens du numérateur 
£ l~ F x 

de la fraûion trinôme rl+ - ;„ I „,,-", T 7 • On fera 

P £ - | - p x R- 

O— rr a; cos. C _u r 1 x l ) ,î , 6t — ï- : — î _l. 

V — V ~ 7 ’ Q f' + jrt* cos. î-t-tx ‘ i 

P P 

On a aufli^ = ‘(T 1 coi. f-t- .‘‘i 7 )! » donC * = 

P — S ( £ -t- /•«) 
r* - 4 -irt x cos. C l ‘x 1 ’ 

Nous dirons, comme ci-deffus, que B étant une fonction rationnelle entière,' 
il faut que P — i (£-+- £*)foit exactement divifible par r 1 -)- irtx cos. C-f-r- ; 
& que par conféquent chacune des va eurs de x, tirées de l’équation 
r* -b- \ rtx cos. 6 -+- r* ** = O, doit rendre nulle la fon&ion P — S ( £-4- Far); 
Ces valeurs de x font 


— r - ( cos. C+\/-i fin. C ) & ^- ( cos. C — v' — 1 fin. C) ; 

je fuppofe qu’en les fubftituant fucceflivement dans P & S , el’es deviennent , 

P ceci , n -+- »■ y/ — t6 tn-*y/ — 1 , 

5 ceci ,î-f- e y/ — xics — c\/ — 1 , 
on aura les deux équations 

n + ir V-i = (s-+- (V ~ 0 (£ y- £ ( cos. f-t- y/— 1 fin. C)); 

n— i «=(*— — 0 (£- — ^ £ ( cos, C — v'- 1 fin, C))i 


Digitized by Google 


tt DU. CALCUL I M T É G II A L," " ^1 

d’où l'on tire, en les ajoutant enfemble , &c ôtant enfuite la fécondé de la pre- 
mière r 

n = s£ — -r* F eos. C -4- L ( F fin. C, 

‘ t ' 

» =» c E L ( F cos. C — L- ï F fin. C. 

Enfin , par l’élimination , on trouve • 

F — , ns + »> , tos.S n t — *■ x r r n t -,s 

îo.c* 

Servons - nous de ces formules pour déterminer E U F dans l’exemple où 
F = i + lx + 3 x ' ■+■ 4 ** , S ==* — x l — x 1 -f- x*. 

On a /•'-+- ar/arcos. C-f- (■**:= , -lxcos. ^ 4-ar’,d’oùr= l _i ) , = , ^ 

C= f ■ D ’ aiUeHrs cos. C = i , cos. a C = _ i , cos. 3 C = _ , , C os. 4 C = =1 

8c fin. C = i \/ 3 , fm. t \/ 7 , fin. 3 C = o , fin. 4 C = =1 ÿj] 

donc * = {( , ± y/ 3 , ),*> j ( - =p y/^y/IT, , ’ 

* + — ~ r ( 1 ± V / 3 \/ — •_» )• Subrtituant ces valeurs dans P S , on 

trouve n — î,^ = ïV/j»ï=îi(=: ï 3 » 8c par conféquent 

•e T» * — V 

(90). 11 nous refie à déterminer les co-efficiens E' , F , & e . Faifons 
Q= (t’+a sux cos. y-t-u' x ')“ S,t*— = h ' f ' x 

U / .1 1 “T* 


A'-f- /'* 


G' -J- H'* 

(j’-t-ï JBXCOS.y-f-u**’)' 1 


(■»* H~ * ■>»■* COJ. y -4_ «*«*)" 

w + A'» 

< -f- a J “ x cos. y -4- u 1 je f " 


A caufe de — 

« 


f _ 

1 r-! — : — — . on a R = 

l 1 -t- ï i « x co>. y -4- 11 a ) S 


F ^ £ ~4~ F x •+■ ( G' -f- H' x ) ( /’ -|- 1 s u x cos. y -3- u 1 *’) -f- 8£C. | 

-4- ï J U * COS. y-f. 

De 1 équation «’ -f- a sux cos. j.-|- s* = o, on tire 

x ~ ( cos - > — 1 fin. y ) ; nommons 

n » V — 1 8 c L i s >/-— 1 , ce que deviennent les fondions P & S par 
cette fub flituti on , on aura pour déterminer E , F les deux équations 

n + sl/— 1 = (x + c >/— .) (F— ± (F cos. ? -+- y/^fin. ^ . 

( V^) i (ir; cos. V - V^Tfin.*)). 
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talions Ej ^~ = T, il viendra R = 

T S [G' h- H' (M'-t-N'x) («*-4- i ruxcos.y -t- a’**)' *] 


(j 1 -*-. * coj. y-t-a 1 *’ }” 1 

Donc fi nous nommons t 9 ypTi , ce que devient T par la fubftitutioni 
précédente , nous aurons pour détetminer G' fk H' les deux équations 

r -h 6 V i=(£-W V — O (G ' ' — H (cos.j,-+-v/— i fin. y)^i 

t — 9 ^/*— ”ï = (£ — t >/ — 1 ) (<?' — i. JP (cos. y — i fin- *))ï 

& ainfi des autres. 

Je prendrai pour exemple la fra&ion rationnelle 7 — ^ j 4 ^ f * ^ e> ^ a ^ eur * 

de a« + a* font a'- -f- ax \/T+-x'- te a'-axyj i - 4 - ; c’eft pourquoi fi je 

Cuppofê () = (a* — a * \/ 1 -f- *•' ) 1 S , j’aurai s = — a, l , cos. y • 
fin. y = -=:>* =r-^= (liV^-O. x’=±a , V / — i . En fubftituant ceî 

«y •. «y * 


V 1 


V a 


valeurs dans (a' -f- a.r \/ i -4- x' ) on trouve S = + 8 a 4 \/ — I. Mais P — i ; 
donc n = i , it = o , 2 = o, r = 8 a 4 . On mettra ces valeurs dans les équation* 
qui doivent donner E , F‘ , &t on aura 

j = 4 a-* y/ — i ( x £‘ -4- a \J i P' )' — 4 ai >/ a P' , 

. — i = 4 a* \/~ ( i £' -+- a \/ i f ) + 4 41 1 

d’où l’on tire 

* = TT-^' = 77=7 & * + ^ 

On trouve enfuite T =: 


* V i 


4 «Vl y i . i.i 

t g— (a -x-axyji-t-x )' 


= ~ (7 a> 4-6 a* a yti -+■ J ax l -b x' ^T), 


US 


a — TiTyT-f* 

qui devient -2- ( i -f- y/— i ) lorfqu’on met pour x les valeurs trouvées pi 
haut. Donc t = 9 =î=r $ a 1 , & 

~r («d-y/— -T) =—4 1,4 v^— ^ (»<?-+- a^/~ï ff ") —* 4 a * v'ï’/r, 

H4 (t — — 1) =4«* 1 (* <?M-b y/T/f) -4-4 ai ^ i H : 

d’où 
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d’où l’on tire G' — ~L H' == -J- St G' + H x = 

8.,'vr >6a? 

On trouvera les deux autres fraflions limples en changeant le ligne de a dans les 
précédentes , 6c on aura 


(4 4 -t-X 4 )‘ 8 a '(4‘_ 

4 -+-X y 7 *" 


a — x yt , 

“*Vi 


3(t4 — xy'r) 


* ) 1 l6 4’ ( 4* 4 *ytl -f-x*) 

3^ ( i ’j + t yiT~ ) 


ÎT -t“ 


*Jé (a 1 + -t- x’ )* l6 4 7 ( 4* -t- 4 X ytl +**]' 

De la manière de développer les fonctions en fériés. 

(91). Pour développer en une férié ajctndanu , ou dans laquelle les expofans 

de x aillent en croiflant , la fraûion rationnelle 1 4 * * : je fuppofe 

( 1 — * V rr 

> + „ 

; ; ;=* 1 +i* + fi*‘+ Cxi+.D^-f-Scc. &ij e ft 

• — 4x-t-6x * — 4*> -t-x 4 

clair que la férié demandée ne peut avoir d’autre forme. En faifant ditparoître 
le dénominateur St mettant tout dans le même membre , il vient 
• x B . x 1 —J— C . x* — D . x 4 -4™ 

— 8 — 4 A —4 B — 4 C 

+ Ç + 6 A —4— 6 B 
— 4 — 4 A 

■+■ » 

équation qui doit être identique indépendamment de toute valeur donnée à x. On 
j donc nécelTairement A — 8 = 0 ,B — 4 A -4- ’j—o, C — 4 B-\-6 A — 4 = 0, 
ü-4C+68-4^+i = o , Scc. Sc par conféquent 
A = 8 , B = 17 , C == 64 , .ü = 115, Stc. 

Tout ce qui eft affefté d’une même puiffance de x , eft un terme de l’équa- 
tion identique ; dans chaque terme on diftingue la puiftance de x St /on co-effi- 
cient ; or le principe fondamental de la méthode des indéterminées , confifte à 
égaler à zéro chacun des co-cfficiens ; St, comme nous l’avons déjà dit, la raifon 
de cela eft que x ne devant recevoir aucune valeur, aucun des termes ne peut être 
fuppofé détruit ni par ceux qui précèdent , ni par ceux qui fuivent. 


Si l’on veut développer en une férié afeendante la fonûion — , on 

„ V * -H * 

la fuppofera égale à 1 -+- A x 1 -4- Sx 4 -4- Cx c -4- Dx s -+- Stc. St après avoir 
quarté chaque membre , St multiplié par 1 -4- x 1 , on aura 
x A.x % -\-%B . x 4 -4- 1 C . x« -f- 2 £> . x" H- Sic. = o. 


-4- A' 
— j — 2 A 


1 AB 
1 B 

• A' 


Partit I. 


-+-2 AC 

-4 -iC 
2 AB 
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En égalant à zéro chacun des co-efficiens , il vient 

± yB = '-^,C — &C - 

a’ 2*4* a’ 4'6 a^'o-o* 

(91). On démontre facilement que, m étant un nombre entier pofitif j 

. ni — t 

(1 -+- * ) ”= i -4- mx -f~ m. — - — x- -f- m. 


m — 1 m — a 


,* . 


■ m 


m — x 


2 ~ ' 2 3 ' a 

* 4 -f- &c. 6c que (1 -t- ax + bx l -f- car' -+- dx « 4- 6cc. ) " 

s= 1 -+- max ( mb -+<m • — - — a 1 ) *‘ + ( mt + m ■ — ~ — 1 a f + m ■ 
—7— • — «’)*>•+• ^ m d -f- m ■ — — (l«c + i‘) + «i’ — — • — 


3 a 1 é -H m 

m — 1 m — a 
A-m- “T - 


- — 1 . - — - . - î a 4 ^ ari -f- m c m • 1 (ad+bc) 

a 3 4 y \ 1 

. m — 1 m — 2 m — 3 . , , 

3 (fl-c-t- ai 1 • —7- • —J— • — — 4 a ’ t A~'r>~ 

. ÜI -3 . ïrj )xi-h&c. 

* 3 4 5 ^ 

m 

Cela pofé , on demande de développer la fonction ( i -+- * ) “ , où m 6c « font 

m 

deux nombres entiers pofitifs ? Soit (i -f- a) ~ = { , on aura ( i -+- x ) 

fcc i devra être de cette forme i -t- A x -+- Sx- -t- éa. ! -+- Dx * -f 6cc. ; on 

aura donc pour en déterminer les co-eflîciens cette fuite d’équations m = n A , 

m • — - — =ti 3 -+- n • — - — A 1 , m • — - — . — - = nC -f- n • - i AB-\~ 

m — i m — a m — 3 a — t 

. = nD -f- 71 • ( 1 AC -j— 

■14 1 v ‘ 


n — 1 * — » . 

n • -T- • —7- ■«> , m ■ 


■® l ) ■+■ n 


3 ’ 1 j 

a — « » — » . „ « — 1 " — 1 n — 3 4. s, j r 

. 7 A 1 B -t- n • • • 1 A 4 , 5 cc. dcl- 

2 3 1 ^ 2 3 4 

m n m m — n ^ m m — « m — t n 

quelles on tire ^ = - » 5 = 7 ' * 77 * > C = 7 ’ “TT * — “» 

m m — n m ~~ in •’ — 3 n 

« ' in 3/1 4 ** 

Ainfi , foit que le nombre pofuif m foit entier ou fractionnaire , ( i -f- .r) * 


m — 1 

i 1 -f- m x -f- m • — j — • x 


m — 1 m — 2 . c 

■ 771 . — - — ■ x > -f- &c. 


Si l’on avoit à développer ( i + x)— » = , on feroit cette dernière 

quantité = i -t- Ax -f. Bx l + Cx' D x* -J- 6cc. fcc on auroit l’équation 
identique 
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* 4 ™ A 


m — I m — i «J — 2 . . 0 

4- m • —j— • x l 4- m • — — • — - — x i -fr &c. = o, 

m — i 

-H m A -H w • — “ — 

-H ZJ 4 - m B 

■+- C? 


h . . . n m-4-i m-f-t m + l 

de laquelle on tireroit A == — m, Zf = m . — - — , C zzz — w . — 

n “ “ }“ * m “ 4 - 2 m 4 “ 3 c r- 1 r • / \ 

-U = m . — : — . — - — . — - — , otc. Donc quelque fait m , ( i 4- .v ) "* = 


m — 1 m — I m — a . 

I 4 - m x 4- m • x l A-m . — . xi 4- vxc. 

2 23' 

Je puis regarder cette férié comme convergente , car je fuis toujours le maître de 
prendre pour x une quantité fractionnaire : en effet la fonction k développer étant 
(f V ) m 9 o xi p eft fuppofé plus grand que ÿ, je puis la changer en celle-ci 

/’"(>•+■ J )” =P m (1 -t-mj+m. (j) 2 -+-&c.), férié d’au- 

tant plus convergente que p fera plus grand que q. Ainfi le théorème doit être 
énoncé de la manière fuivante : m étant un nombre que'conque , &t p plus grand 
que q , la puilTance m de p~\-q ou 

(/’-+-?)“ =V™ -4- m p m ' ? + «■ 2_i p m — 1 qi+rn . 4— • 
p~—i q\ 4. Scc. 

Lorfque m eft un nombre entier pofitif, cette férié fe termine; mais fi l’on fait 

•— pt O * 

q = — j t , d’où p 4- q =— p- f 8< (p-\-q',"=p' m (/>— «— 0 ” , on trouve , en 
mettant dans la férié pourf fa valeur & divifant par/ 1 ",(/H-r) — m —p — ” fi — m 


t m — i f t \î “I ... . .« « 

&c. J,ou,faifant — m = p,(p+t; =p 


autre férié qui fe termine lorfque p. eft un nombre entier négatif. 

(95). Toute férié qui eft le développement d’une fonftion doit être con- 
vergente , ou elle n’exprime rien. Si elle eft afeendante St que x foit plus grand 
que 1 , elle s’éloigne toujours de la vraie valeur de la fonction ; ce fera la 
même chofe, fi * étant moindre que 1 ou une quantité fi actionnaire , la fé. ie eft 
dcfcetuiantc ; on appelle airfi les fériés dans lesquelles les expofans de x vont en 
décroiffaiit. On doit donc énoncer de la manière fuivante le problème de développer 
une fonClion en férié : trouver la férié afeendante &c la férié defeendante qui font 
les valeurs de la for.Ction , l’une pour le cas de x moindre que 1 , l’autre pour celui 
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de x plus grand que l. Je n’ai donc fatisfait qu’à une partie du problème, en ne 
i 4- 4 * 4 * ** , , 

donnant pour quotient de — , — > . 4 — que cette feule férié i -4- 8 .r-+- i 7 x l -4- 

6 4 x s -t- &c. qui ne peut être convergente dans le cas de x plus grand que i ; 
dans ce cas , c’elt p -H ~i 4- 77 — t- p -f- &c. qui eft le quotient demandé. 

On demande les fériés amendante 6c defeendante qui conviennent à la fraction 

h -4— i x . . 01 * A _ a 4“ #* . . 

— : — — : {• Je les reprelente lune ot 1 autre par Ax - 4 - D x -+■ 

m-f u - 4 ” P x r 

Car -J- D ar -f- Stc. dans laquelle les expofans comme les co-effi- 

ciens font indéterminés. En multipliant parle dénominateur de la fra&ion, j’ai 
l'équation identique 

h-\-ix=mAx x -\-mU x x ~*~ fl n A x* - *” 1 -J— n B -1- &c. •+• 

p A x ■*+* + P B J***' -+- &c. 

qu’il faut ordonner relativement aux puilfances égales de x; & comme X & font 
indéterminées , on pourra le faire de plulîeurs manières. Je l’ordonne d’abord 
comme il fuit 

m A x x -\-mB x*~^~ mCx* 1 * +mZ)a X 1 t* -f- 6tc. = O, 

— h +^/ + , + ^i/ + ' + , +»Cr‘ + ^ +, . 

- ix 4- P Ax * + * + pB x*+ 

ce qui exige néceflairement que x = 0,x + /i=x + I = l U ainfi des autres? 
Donc /r=i; St on aura pour la férié afeendante 

A 4- Bx -+• Car» + liai + &c. où A = -jj , B = — — -p , 

„ A »* in h p ihnp in 1 A n> i p 

~ /«* m‘ m' ’ m> m> m 4 m"’ C ‘ 


En l’ordonnant de cette autre manière 

pAx x ^ ^ x x ; C x^ 2 ' 1 4 -/> Dx v + ^ 1 4- &c. « O ; 

-ix ->mAx^ 1 +n 5x* + ^ +I + n Cx x + 1 ' ,+ l 

— A 4 -mAx* 4 -mB x x ~*~ ** 

on trouve X 4 - a = i,i + (*+i = x+i=o, 6 1 ainfi des autres. On 
en tire x s= — I , y. = — i , Sc pour férié defeendante 

A R C D i A in 

74-7 + 77 4- 77 4- &c. dans laquelle A——, it=-~ p-, 

„ ira 1 «A im n limn m A n* in* km 

c = jr - p ‘ — ~p , d — -jr~ + 


« " / n* /i « c 

7 r ~T' ~Y ’ &c - 
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Il n’y a pas d’autre arrangement poffible , c’efl-à-dire, qu’il n’y a que ces. Jeux 
fériés qui paillent être prifés pour le quotient de la faction propofée. 

(94 .11 s’agit de trouver toutes les fériés qui font les racines de l'équation 
myi — x*y — mx * = o. Je fuppofe 

y = A x K -1- *■**+> -4- Cx* + 1 ■* + Dx* + ’ * 4- &c. 

& les fubftitutions frites, j’ai l’équation identique 

m A*x^ *-+-3 m A' B Sec. — A x x J — B x A-+ " l “ - *” J — &c. — 

rrr a * =0 , qu’il faut ordonner relativement aux puiïïances égales de x. A caufé 
des expofans indéterminés , je puis faire différentes hypothèfés. Preniiérement on 
peut arranger cette équation comme il fuit : 

m }m A 1 3 m A' Cx^^ *<“-4. 

-4- 3 m A B‘ -4- 


— mx* - Ax*-*’* 


Si i+( ‘ + l _ 


j m A’ D *3 A **“ ^ 4- 3 m A' X xJ A " + ” 4 ** -4. &c. = O ; 

6 m ABC -\- 6 mABD 

m B* —4- 3 m AC 1 

- 4 - 3 m B 1 C 

+ _ z >x A ‘ t '3'“‘ 4 '3 

d’où l’on tire 3 A =* 3 ou A =1 . 3 a - 4 - /x= A - 4 - 3 ou /*=l, lefquelles valeurs 
de a Sc /jl fitistont aux équa ions 3 A 4 - i/* = A - 4 -/* -4- 3, 3 a 4 * 3 /t* = x — 4 - 
1 /* -4- 3 , Scc. autrement l’arrangement ne pourroit avoir lieu. On trouve enfuite 
A — 1=0 ou A — 1, 1 m A 1 B A = o , ou 


B — i *’ C — °* 0=3 8 . » E ~ 143 m 4 ’ &c ’ 

Le fécond arrangement que voici 
Ax x "1- 4 - 

4m* 1 — mA'x^ x 


3 - 4 - C ar A 1 ^ 3-4» 2 ?ar A ' l ‘ 3 J 

— 3 mA'Bx* A ’ 4_l “ — 3m>< , Cje3 ,i - t -»^ 


} m A B * 


£ r *-V-4,«-*- 3 Scc. _ ( 


— 3 mA'Ox'*^ 3<“ 

— 6 m ABC 


19 V />* 


donne a — - O , /x — — 3 ; îc = — m , B = — m 4 , C = — J «T. 

•O = - — j 1 £ =. 55 mu, &c. 

P ai lit I. P 
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Il y a une troifième manière d’ordonner celte équation, favoir 

mA’xl* 4.3 m A' B x' * 4-3 ™^ , Cx î * +1 '' ■+• 

4- 3 mA B 1 •+■ 


. Ax Sr 1+,,+ î -' C* A 




■3 _ 


3 £> . x 3*-H3^4. jot ^* £ x3»-H4/“4_6t c . _ 0 . 

6 m ABC 4 - 6m ABD 

m 2J> 4 - 3 m ^ C l 

4- 3 OT jB* C 

jrj jc >+ 3 ^- | - 3 _ £ 

On tire de ce nouvel arrangement 3 A = A - 4 - 3 , ou A — , , 3 A -f-/x=A 

1 « 

4- ju .4-3=3,0U/u= — i ; puis m^‘ = i,ou^ = dzÿ’jj* 5 = 7 » 

c 4 -g^r’ * * la W», ’ 

On a donc ces quatre fériés 


* + 

** 

3 «• 

— 

x 4 

8 l OT J 

*' 0 

“4~ 4 &-C. 

*43 m 


W- m — 

m* 

*> 

3"* 7 

12 W‘° 

~V 

-< r m ' 1 . 
4 ~ ~ ~tT &C. 


_____ _i_ 

« 

m 

3 

i 

— i m* — 3 

IOJ 

ira 

*’ -+- 

a 

T 

m * x 

4 - T A - 

1*8 

r 

' T 

— m 

+ 

-H 

H 

m 

T + 

3 

8 

1 

m z x 

— r . m * 3 . 

4 - 7- * 4 - 

>0 i 
118 


u 1 

m 1 x * otc. 

— — 1 . 

m x x * & C. 


qui font autant de valeurs de y tirées de l’équation m y) — *) y — 

Je me propofe encore de trouver toutes les fériés qui font les valeurs de y 
dans l’équation y^ — ai y “ 4 ™ ** * y ar* — u» Soit toujours 


y = Ax * 4 - S* A ' 


■'“4- &c. on aura l’équation identique 
A l x^* 4- 3-^ l i?jc* x ~ V ” , “4- Scc. a‘Ax* — a'Bx*’ 4 " &c. — 

a A x X ~*" 1 aBx ** 1 ** 1 — &C. — X 1 = O. 

Ordonnant cette équation comme il fuit 
A^x^^-^A'Bx^^ -4- 3 A'Cx^^^-hjA'D 


— x’ 


4 - fl-4jr 


A - 4-1 


3 AB‘ 

iB x 

• — «' A * A 


■ 6 --/BC 


A-+-/»“ 4 -t 


iC x >_ 4 - 1 1 


— a'B x A 


f 
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3^'E *’*-*-«'* 4-&c. = o, 
iABD 
j AC' 

3 B 1 C 

AD 

a'C x*’*’ 1 '* 


on a 3 a = 3 ou A =i, 3 a -+-/* = a -+-i , ou fx= — 1 ; & comme ces va- 
leurs de A 6: de /u Satisfont aux équations 3 A - 4 - 1 ju = A-)- y«-f-i=A , 6c par con- 
séquent aux Suivantes, il eft clair que cet arrangement peut avoir lieu. On en tire 

A , —i=o,o\iA=i,B ==. ">S = y , />=£» £=— 

En ordonnant la même équation de cette autre manière 


'Ax x ■+■ 4* Bx x ~ hf ‘ -f- 


-4- *’ — a A x 


a i 


-J -a'Gx x +' bf ‘ 

— A*x 1 * 


-h a-Hx x 

a G x 


■7 ^ 

A-t-6»-f- I 


6c c. =0, 


— 3 A'Bx î 

on a A = 3 , A rH M = a * 4 - I , A -+- € fi = A - 4 - 5 yu -f- Ie=c 3 A ; 

a-*~7^i=a-+- 6j» + i= 3A + /*, 6cc. auxquelles on Satisfait en prenant 
A =1 3 , fi *= l ; ce Second arrangement peut donc avoir lieu , & on en tire 



La même équa'ion SuSceptible de ce troiSième arrangement 
A'x' A 3 3 A'Cx* * + 

+ }-< 5 ‘ -+• 

-+• 

— 4>aÉ* A — a 1 B x x "*‘ fl — a'Cx x +*'‘ - 

-4- 4- 


3 -+- 3 «J*** - *-" -f- 6cc. =0, 

éi5C -q-6 ABD 

B > -+-3 AC ‘ 

-h 3 B'C 

a'Dx X -*-l f ‘ —a'Ex x ’*'*>• 

4 Cx X ~ haf, ' ht + aDx* 

xt ' 
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puilque ces valeurs A =o 8 c /* = i , tirées des équations 3 a = A , 3 A -4-/*= 
A-t-/x = A-)-i, fatisfont aux équations 3 > + 1 /» =X -4- î/i=i+fi4-i, 
3A-H3/* = a-4-3/ü = A-4-l/a-t-i— 3,Stc. On tire de cet arrangement 

A- —a- ou^/=-f-a,B = -+-±,C = -f- » D = MS T* ^ ~ 

£ Vi. — A- £ _ «, 

^ — Iî8 a* 01 ^ — 1I 6a> » occ ' 

On a donc les quatre fériés 


16 « 


T» > 




a 

4 * 

4 * 

8 a< 



3 

+ + 

81** 

» 43 *> 



*♦ 



i *’ 5 x 

4 T 


4 * 



4* a 



x 

X * 

.7 *’ 

- 4 - 1 

4 


2 

Sa ■+■ 

lba s 

^ 128 a 1 ‘ 

» — a 


* 

2 

+ t.+ 

9 ** 
16 a* 

69 

1184» 


Scc. 

Sic. 


dont la première feule eft defeendante. 

Des fériés récurrentes. 

( 95 ). Moivre appelle fuite récurrente une fuite dont un co-efficient quelcon- 
que eft égal à un certain nombre de co-efficiens précédé» multipliés chacun 
par une quantité confiante; & il a donné le nom d’échelle de relation à l’af- 
femblage des quantités confiantes qui fervent à former la fuite. Ainfi (n°. 933 la 
fuite A -+■ Bx -+- C ar‘- 3 -Z).v , -H Sec. où les co-efficiens A , B , C , D, Scc. ont 
emr eux des relations exprimées par les équations mA — h= o , mB-\-n A — i =0 , 
m C -+- n B -\-pA = o, mD-+~ nC 4 -p/? = o , Scc. eft une fuite récurrente 

qui a pour échelle de relation — — — Cette fuite eft le quotient de la di» 

vifion du numérateur de la fraéiion rationnelle r par fon dénomi- 

m n x p x 1 

nateur ; il en fera de même de toute autre férié qui fera le développement d'une 
fraéiion rationnelle quelconque. Cela pofé , on demande le terme général d’une 
fuite récurrente quelconque représentée par 

A -+- fl x A- C x 1 H— Z? je’* Ex* + Scc. ? 

La fraéiion rationnelle dont elle provient peut être décompofée en fraêlions 
f.mplcsdont chacune donnera une fuite récurrente.Si nous repréfentons ces fuites par 

a S— b x -+- ex- -f- dx t -4- ex* -q- Scc. , a'-\-b'x ex* -+- <tx 1 «-J-** 4 Sic. , 

4 -h * x + é éc^dx^éx* •+• Scc. Scc. 

nous 
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nous aurons 

^ = < ! + l i , + / + !(t.,B = i+^ + i , "+S!c. ) C=c + ('+ c ' + j( C .; 
T = t -4- t' 4- 1" + &c. &cc. ; 

c’eft-à-dire, qu’un termes quelconque de la fui’e propofée eft égal à la fomme 

de tous les termes /* des fuites partielles. Par exemple, la fuite i 6 x 4- 

l 2 jt‘ — 4 8 t 1 + i 2 o x' — &c. eft développée de la fra&ion rationnelle 

» — 5 * t_ / 8 I 't . or » 

i -4- x — 6*’ jVi-j-j* î — i*y* i -h f x 1 3 * •*. 

9 *» — 17 je» -j— & c. , dont le co-efficient du terme /* = ( 4; 3/*” — î — =a 

14- ia-4- 4**4- Sa' 4- &c. dont le co-efficient du terme/* = i 1 " - 1 ; donc fi T 
tft le co-efficient du terme /* de la fuite propofée , on doit avoir 

r = ±I j'"-* — i 2' — 1 ; 

S î 

on donnera au premier terme de la valeur de T le ligne — , lorfque /* fera 
pair, & le figne4- lorfqu’il fera impair. Le problème confifte donc r°. à trouver 
la fraftion rationnelle dont la fuite propofée eft développée ; i°. à décompofer 
cerre fiaûion rationnelle en fes fractions fimples, comme nous l’avons enfeigné 
plus haut; 3*. à développer en fériés ces fraûions fimples; 4 0 . à chercher le 
terme général de chacune de ces fériés : la fomme de tous ces termes fêta le terme 
général de la fuite propofée. 

( 96 ). Toute fraûion binôme réelle peut être reprcfentée par t x , qui dé- 
veloppée en férié donne A 4- hix 4- A /* ar* -t- &c. qui a pour terme général 
h (i x) 1 * 1 . On trouvera auffi facilement le terme général de la férié qui 

fera développée de ^ t i^ ix ÿ ; car on a ( 1 4 - i x 4- «* ** -J- 6fC. ) ’ =: 1 -f; 


nix 4- [n 4- n • — - — ) i*2*4-(« + a 


n — 1 <1 — 1 

14-n . — — — ) 


• M . n -f- 

1» jr* -f- &C.= I + i* x* -h n . — 


2 3 

1 n -4- a 


3 


i> jc'4"&c. ; 


donc la férié dont il s’agit a pour terme général A n 


n 4- 1 n 4* a 


”4 — /«— » 

3 h — 1 

1 . Nous prendrons pour exemple la fuite i4-8ar4-i7ar»4- - 

6 4 *' 4- &c. qui provient de — = (~Tp “ ( T=7jT ■+* 

JT-— *)* " ° r { T — Tj * ~ 6 ( » 4- 4 * -t* 10 A» 4- XO A* 4* &C.), qui a pour 
P mit I. Q 


V 


t 
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terme général ( y. x ) ( m + *) x *' ~ '*» ( , L , )i = 6 + * * + 6 * * 

-J- io*’H-&c.) , qui a pour terme général 3 /*(/*-+- ‘ ) **~*î ç ," j « =■ 

, r x -+- 3 x* ■+• 4 x* -h &c. , qui a pour terme général x 1 "* - 1 ; donc 
1 _j-8at-+- 17 ï> + é4*> + IM ** -t- &c. a pour terme général 

( y. . jT+Â .#!+*— -+-fO ce qui d’ail- 

leurs e!l évident. 

( p7 ). On demande le terme général de 'a férié qui proviendroit du développe* 
ment de la fraûion trinôme t __ 2l} x CO s. ; -t-V x 1 ^ En ^ am »P our abréger, 
cos. C-+- fin. C y/— 1 = K, cos. C — fin. C \/ — 1 = K', on trouve 

m - Mi — » r K mg ■+■ n A' ~| 

1 — »? * roi. C-r f* a ? fin. C v -iTI L A— f x A — ? * J 

. . _ . m «-+• r AT „ m^A-nK' 

Or les fériés qui proviendroient des deux frathons binômes 01 A‘ -ji 

auroient pouf termes généraux 

nir + iA' / ?* \ * — I ,, "f -4-nA' / («V-I, 

A V. À V ^ V A'V » 

on a donc pour le terme général qu’il s’agit de trouver 

I p m a n K m d-S- n K 1 “1 . /*— 1 

.lïrüTrL -Ï-— ]'*«>• 

qui devient, à caufe de K A. — t , A A — i ^/ — I* fin. fx C, A 
— 1 = i \/ — 1 fin. ( ix — i C, qui devient, dis- je , 

n« f fin. ^ C -4- /» fin. — i ) • ^ ^ ^ j /• — *. 

<y fin. • 

Occupons-nous maintenant de la recherche du terme général de la férié [qui 


m n x 


proviendroit du développement de ^ , x J -|- ^ ’ * l )» 

( 98 ). Cefe friftioii étant décompofée en les fratlions (impies , donne 


' - a- - " 

* + i 

B' 


(AC ÿ *) 


A — yx 


(K'-t«) A (AC' — ?*) 

Or , la (crie qui proviendroit du développement de 


H' 

■+" K'-i» : 


i 
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• ^ + — - — — auroit pour terme général 

A ■ — - — • — - — * — — w a multiplié par 

A K.—*~ f ‘- hl JfA'K ~ ' c ' t ' 1 *=A A* ■*"'*— 1 A' K x + 1 , 

à caufe de KK'—l ; donc la férié qui fera développée de ,i y t 

aura pour terme général 

+ '-+-A'K x + ' t -') (A • t±-i.i±-* >-±*rLî)+. 

(fiA'A + ' , - 1 +w'‘ + '“' 1 )(A-i’ — . i±^rJ)4- 

A 3 /*— • 

( c/f ,A -*-<•<- J ck x •*■*—'>) (a— î . ~ . -i- i±r-éi^. 

* J 1“ — * 

; •+- NK’* -+- ]c f *r-\ 

Lorfque A = i , cette quantité devient 

£ ( AK* -*■ 1 - 4 - A'K U -*-' )?-+■ Bk’ f ‘ -+- /?'*:'* ] ( qx f ~ *. 

. . * oi -u /i jc A BK — B . n x a' — v- £’A ^ f 

1 1 (i — a î* ces. £ i- j’**)* ( /C — î *) 1 (A . -1 — î-»)* * 

& réduisant au meme dénominateur , on aura une équation identique de laquelle il 

fera facile de tirer, ü'= — ÏT,A *♦*//' = # (A' A ' ) , a (A A ' A' K}—— 

■® f A 1 — A ; = — n, AA.' 1 ■+■ A' A 1 — B ( A — A' ) = m ; partant 

J ™ (a'-at * ^ ( À - - - )- ’ fi= x^Ta ' > b =~b. 

On trouvera donc dans le cas de A = 1 , AA ,ft 1 -+. A' A 1 * “** 1 => 

■ CIS ’ (t*- i)C-t-n cos. ft i lf 4 m fin. |«C -T- n cos. C fin. C 

— , /.- A H- Z> A =— 


— a fin. î‘ 


a fin. C J 


5 t pour le terme général dont il s’agit 


[-■ 


mcos- ( « -*-i ) * 4 -ocoi./»C , co«. o 


2 fin. C' 


O* ■ 4 ■ /ï CO*. » /» ■*""! / Si 

a un w 3 J 


— * 


(99). Il ne refte plus à réfondre que cette partie du problème: étant donné 
la férié récurrente , trouver la fr^âiou rationnelle dont elle eft développée ? La 
férié récurrente étant repréfentée par A •*- B x -t- C x -(- D x 5 c c. fi la relation 

entre Ls co'-efficiens eft donnée par l’équation m T-+-nS-+-/> R-hj Q-t-rR-f- 5 ec. = • 
la fiaflioi dont elle eft développée aura pour dénominateur m- f- nx-t-/>x l -+- 
jA ) +rjc 4 -t- 5 cc. ; 6c fi on repréfentc fon numérateur par a-t-éAr-t-c.r , -+-.é.v : -t-6cc. 


V 
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on aura en outre 

<jn 3*i, b —n.t -4- mB, C— pA -+-«27 •\-rnC , d = qA-t-pB -t- n C-h mD , 6tcé 
Je prendrai pour exemple la ferre i - 4 - 8.v - 4 - 17 .e -4- 64 x* -+- 115 a 4 -+• 6rc. 
pour laquelle on a T — 45-4-6/? — 4 Q -*- /> = o. Alors le dénominateur 

de la frailion eft 1 4 a -4- 6x- — 4 x* -4- x 4 = ( 1 — x / ; on trouve enluite 

a — i,bj= — 4-4- 8 = 4, C= 6 — ji-t- 17=1, d— —4-4-48 —108-4-64=0, 
& par conféquent 1 -4- 4 x -4- x 1 pour numérateur de la fradkion dont 
j _4_ ÿ jk _j_ 17 jç-x —4— &c. a été développée. Prenons pour iecond exemple U 
férié 1 _ $ x -4- 11 je» — 48 xJ-4-ILOX 4 — &c. relativement à laquelle on a 

T - 4- S — 6 K — o. Le dénominateur de la fraüion fera 1 -f- * 6 jc 1 ; on 

trouvera enfune a— 1 , A = — 6 -t- 1 => — 1 > c = — ^ 6-4-ia = O, 5 c 

'".J-! — . pour la fraélion dont la férié propofée a été développée. 

De la manière de rendre rationnelles les Jonchons qui renferment 
des incommenfurables. 

(100). On propofe de rendre rationnelle la formule y/ a -H A x - 4 - ex*. Pre» 
miérement fi les Licteurs de a -+- bx - 4 - ex* font inégaux, mais réels & repré- 
fentés par e-t-/x, ff-4-Ax; on fera ( e +fx) {g - 4 - hx) = (< -•“/*)* 

e r » p (Ar — JR)l 

d’où il fera facile de tirer x == ^ &tVa-4-*x-+-cx*= h __ t * 

Secondement fi les fréteurs font imaginaires , on donnera au trinôme * - 4 - b ex 
la forme fuivante p l -4- x pqx cos. C -\-q x- ; & fuppofant cette dernière quan- 
tité égale à {pi-hqx) 1 , on aura x =* ’ P artânt 

./ j 7~ j TTI ftî 1 * P 1 c0 *' * Il eft clair que par les mêmes 

y a + bx + cx — J(î _ cos . c) 

fubftitutions on rendra rationnelle toute formule qui ne renfermera que des quan- 
tités radicales de cette forme \/ a -4- Ax -H car . Ainfi on pourra toujours 

rendre rationnelle la formule K r ( n + p? + q {*' )*, H i & s font des nom- 
bres entiers pofitifs ou négatifs. Car en faifant f=*, cette formule devient 

JC x' ( n -4- /; x -f- q x* )“ r , qui ne peut renfermer d'autre quantité radicale que 

f . ‘ * / . . . 1 

V" -+- p X -4- q X-. r 1 “ 

(joi).On demande les cas où il eft poflible de rendre rationnelle la fnrmu.e 

JC p-\- q x ’ ) ' d Si s eft un nombre entier quelconque ou zéro, il lu.lna rte 

fuppofer x xs y* , /x étant le commun dénominateur des deux expoians m 
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Mais fi s eft un nombre fraûionnaire — , & qu’il foit queftion de rendre ra- 

C 

tionnelle la formule K x m ( p -+• q x r ) p ; on fera /»+ = u * , d’oè 

_f_ z' p \ J_ jr_ 

(/> -l-yx' ) p =u t -J r ,Kx» ( J> -t- qx')t = 

r , qui fera rationnelle toutes les fois que ~~ fera un nombre 
entier quelconque ou zéro. Je donne à la même formule la forme que Yoic i 

K x f (p x— ’ -4- q) t , & je fais p x — ' -J- q = u f , d’où 


, Kx r(px— r +lh 


( . ^ 

(px—’-^-q t — u ( , x = ( — V 

V u f — q y 

u t ■ ^ T ( , qui eft rationnelle fi — + y eft un nombre en- 

tier quelconque ou zéro. Voilà donc deux fubftitutions' propres à rendre ration- 

— m 

nelle la formule K x m (p -f- q x’ ) f ; lorfque fera un nombre entier quel-. 

conque ou zéro , on fera p qx T == u ; ainfi la formule étant 
K X e \J P ■+• jar* , on fera p -+• qx* = u’ , d’où p q x :! = «,*■ =* 

\/ JL_ — ? & A' x* ^ p -h qx> , qui eft rationnelle. Mais 

fi la formule eft Kx' \^p-\-qx'-, on fera p-\-q x 1 =u’x l , d’où p -f- qx l = ux, 

* l = —jf- & K *t y/p-h q x L = Kx s . u= K u Ç -JL — qui eft 

tionnelle. 

(101). La formule Kx r” Ç y — ÿ f étant propofée , on fera 

P "+■ î *’ r u \ f ? ■+* l* r » P p u r — — ». 

— . , r = u , d ou ( , , -y** 1 f =3 u , x = ( - I r , Se 

P-+-1* ’ Vj.'-+-ï‘*V ’ V q-jj/ 

, qui fera rationnelle toutes I es 

fois qu’on aura pour — un nombre entier quelconque ou zéro. Parmi les fubf- 

titutions propres à rendre rationnelle une fonûion qui renferme des incommen- 
furables , il y en a qui conduifem à des réfultats plus fimples les uns que les autres. 
Partit 1 . R, 
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(6 


St par exemple je fuppofe \/ p 


-h qx- = u x 


V q, d’t 


P — “ 


** V? 


y/p + qx' = , je trouve ff x' ^p + qx'^K C~ = V- 

'1 J X 

Mais on ne peut rien propofer de très-général fur ces fortes de transformations.* 

J fonctions qui renferment plufieurs variables . 

(io)\ Les plus (impies de ces fondions font les fondions homogènes ; on ap- 
pelle ainfi celles dans lefquelles la Tomme des dimenfions des quantités variables eft 
la même dans tous les terme'. La fonélion entière x» H-ax^-y -hbxj* eft homo- 
gène 6c le nombre des dimenfions de chaque terme eft 3 : celle-ci 

"tl *- — — itJL eft aufiï homogène ; &c le nombre des dimenfions 

V x y “H y* 

eft 1, qu’on trouve en ôtant du nombre des dimenfions du numérateur le nombre 
des dimenfions du dénominateur. Lorfque le nombre des dimenfi >ns du numéra- 
teur eft égal au nombrç des dimenfions du dénominateur, la fonèlion eft dite 

être de dimenfion nulle, telle eft celle ci — ■ — r ■ Si le nombre des dimen- 

X y _{_ ty 

fions du numérateur eft moindre que le nombre des dimenfions du dénominateur, 

le nombre des dimenfions de la fonction eft négatif ; fl Z eft une fonction 

x 1 y> 

homogène dont le nombre des dimenfions eft éüiî. Une propofition qui n’a 

befoin que d’être énoncée pour être comprife ; c’eft que fi dans une fonftjon 

homogène de deux v.iri.ib'es oc x, de dimenfion quelconque n, on fait î- = qj 

on la changea en une ft-cl on de cette forme Qx", Q étant une fonflion de q 
& de; conft tires qui ent ent dans la propofée Par cette fubflitution , on changera 
les quatre Touchons homogènes, que nous venons de prendre pour exemple, en 


celles-ci (i-f-4./ -+-hq ) x >, 


t -H a 1 - 4- t q’ y I -+- f ’ 
Vf -f-î* 


h 11 v'i -+-1 —la 
— — s - — r- x 1 . 




(104). II fuit delà qu’une fraflion rationnelle homogène qui ne comprendra 

m' + t** 1 yu-n* * y 1 -t- . . . -4 - A y * 


que deux variables , telle que 


nxr—'y + pxP — 'y 1 


pourra dire résolue en fes Traitions fnrples ; car en faifan ly=qx , oula change etï 

4-+-<>v-+- c v *4- -4- Aj x 

Celle-ci x A i“. 

■+■“*'* ’ 
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Mais îorfqu’elle renfermera plus de dent variables , on ne pourra pas générale- 
ment réfoudre fon dénominateur en fréteurs du premier degré. Ou propole 
-+- bx* -+- eu 4 ■+■ ty 1 x 1 -+■ fy- «* -4- gx' u 1 ; fi l’un des fa fleurs eft 

my -+~ nx pu , en faifant y = — - dans la propofée , on la rendra 

m 

nulle 6 c on aura l’équation identique 


a n 4 . x* -f- 4 an' p . x* u -+- 6 a n'p* . 4 a n p 1 . x id — f— û p* . u* rrr o,' 

-4- 6 m* — f— 2 t m* n p — f— t m' p* — 4— 1 fm*np H— em* 

-4- (ffl’fi 1 —4— f m' n* — f- / n’p* 

+ !*' 

de laque’le on tire a n 4 -4- é m 4 -+- r m‘ n 1 = o , a p* -t- c = o 

ia/!‘ + fœ ; =o, i«p‘-t-/m t = o,i<J/t I /d-f- g ir. 4 = o , & par conl'équent 




^4 


la 


Il y a donc des conditions entre a , b , t , e , f, g pour que la propofée puifle 
être réfolue en fréteurs du premier degré , & il réfuite que 

a- y* -i- 1_L -J_ (—!L a e y 1 ar'- -+- *fy l u'- — - f x x u 1 

4 4 * 

g 

a pour fréteurs du premier degté 

«y »/—_!_ « v — e “ — f • / * V — t u\ — f 

y y a. -f- I _i,_y V a -J- f 

sa V a Va Vi 


y V «-t- 


x V — e u V — f -/ * v — r xi V — /" 

r — ,yv a “ — H r 2 - 

Va Va Va va 


(105'. Une équation entre deux variables eraoî propofée, il n’eff pas toujours 
pofiible de dé:eriniuer l’une en tonétion de l’aurre; il eft plus facile de trouver 
chacune d'elles en fonétion d’u e nouvelle variable , Sc ce problème aura dans la 
fuite fes applications. Ainfi en fa fant_y = x £ dans l'équation 
-f- x t- e y x -t- d x' -H ty ‘ H- fyx-^-gx- — 


on en tire ar = - , ^ ■-■—7, y = - ^ îi_ 

j{' -.ij* -c^-t-d -s-*! - 4 - ‘î-t- d 

Au moyen de la même fubftitution , on tire de l’équ.ition 

d ri == 1 4 ** -t— b y -f- e x , celle-ci a: 4 m 1 ^ -p. c • partant 


, V a ± V a 1 ■ i {“ 


±i a‘ -f~ i r" -4- c j' 


Li’ i_ _ — 1 ■+• *r -1- «r 

y y — 2Z . _ 

l' t 


Encore un exemple : l’équation a y”- -+- b x” -4- cyt, x‘ — o étant propofée, on 
fera y = x' 1 , Sc 011 la changera en celle-ci a x" ’ { w ' 4- b x" -4- c j»< < = 0 , 


y 
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Or on peut tirer de cette équation la valeur de x dans les cas fuivans : 

m n — ■ ' m — h n L lt 4 

1°. lorfque m r — n , elle devient (u {*'+ 4 ) x ^ = — c{' ', d où 

m kf n 

( ’ c { \ m n — < n — /. n ^ mil — in — un. 

,y * v. J 

î°. lorfque n — hr -t- i , l’équation devient (/>-t -c{ k ‘ ) x * — “ r = — fl t"' , 

J. , r — a <" y „, Z' .— . ‘F } iT=r^r . 

ioùx =» ^ k e i* ) ' 

3 0 . lorfque m r = hr-+- i , elle devient ( a c [*'•') x mr — " = — è , d’oîl 

* h T 

„ _ f r— a v -/ ( . . 1 mr — <1 

* V J ' y * v«î"‘-f 

Si la propofée étoit + ■*> = «jr * , *n prendroit s = i , 6c on auroit 

f( f {* 

de la première manière r =. I , ar = , _y = ■ - p ; 


de la fécondé manière r — x , x — — - ,y — V ^ ‘ 

de la troifième manière r=£ , x = y/ (c^ — t* ) : > > = l >/«î — {*• 


CHAPITRE III. 

D E LA MÉTHODE DES DIFFERENCES. 

(lOfî).pA RMI les quantités que l’on compare entr’elles, les unes augmentent 
ou diminuent continuellement, tandis que les autres demeurent toujours les mêmes; 
nous avons nommé les premières des quantités variables , &c les autres des 
quantités confiantes. La quantité dont une variable augmente ou diminue dans un 
temps donné, en eft appcllée la différence. On fe fervira dans la fuite de la 
caraûériftique a pour défignerla différence d’une quantité variable; pour marquer, 
par exemple, la différence dear, on écrira a x, qui fera précédé du ligne -t- ou 

du ligne , félon que la variable fera fuppofée croître ou décroître. Soit une 

fonûion i de plufieurs variables^,*, 6cc. ; on demande la différence de la 
fonûion Concevons qu’en mettant y - 4 - A y pourj*, x Jh a x pour x , ôcc. 
la fonûion { devienne { ; ôtant [ de j , on aura a 

Si i eft égal à une puiflance quelconque n de la variable x , on trouvera 

(= C* -t A x Y 6c 
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6 9 

. , > n — i , n — i n — i u «L y 

A {=d: n ' Jr ' AJ? •+-,«• — AT'— 1 Ajr--j-q. — — • -7— Ax l -4-&C.; 


lorlmte n eft un nombre entier pôfitif, cette fuite efl finie , 5c renferme toutes le* 
pui/îafices fuccelfives de la différence A*, depuis A x jufqu’à A x ” inclufivement. 

jj» 

On demande la différence de la fradion ~ _ l _ x , a étant une quantité confiante 


tf -H* ±: A x ' 


JC 1 

& x une variable quelconque ? Je fais ~ d’où 

& a r c= ± ( 1 ‘ l 3 t - t - 31 > )A»-t-(a-t-»)A « 1 
• --V ( a -t-x)* :£(*-»- x ) Ax ■/. <■ ' ! 

Pour développer cette fradion en une férié ordonnée par rapport aux puiflances 
fuccelfives dcAx, on fera a ^ = A a x -+- B a x 1 -h C a x' -+- &c. , 6c on 

aura A == -+- 5 


1 (a + xy • C ^ (T-j-x) 4 * &C - 


On propofe encore de trouver la différence de ■ - f?!* ? Je fais V * ?j*- =~ t J 


V x 


d t y 1 V d — ^ A * 

OU { = & A; 


V a 


-+-x± A * 




' * HZ A x 
v a -4- * ir A 


V x^t AjX_ 


V x 


Suppofons jr+^A. 4.5 A.. + fA &c. , 


non* 


aurons X 




a = =F 


■ «Vu 




&C. , oi 

/a - . 


, <?■ 


Sa* ♦- » * a* x-t- 8ax» 
i6x(j« + i')' v «x -t-' 


&C. 


Sans multiplier davantage les exemples, on doit voir qu’on pourra toujours 
teprelenter la différence d'une fonûion algébrique de x & de confiantes par 
, Ax j A •* -t- <• a X' -+• &c. A , />' , &c. étant des fondions indéterminées 
e a con , 1,eS » & fine x croiffant , fi la différence d’une fondion de cette 
variable eft repréfentée par A a x -H B a x 1 ■+■ &c. , x décroiffant, on aura pour la 
différence de la même fondion — Aax TSAx'-Cixi+fiAjd- &c. 


I107). Propofons-nous maintenant de trouver les différences de fondions de 
plufieurs variables. 11 peut arriver que toutes les variables augmentent en même 
temps ; quç quelques-unes des variables augmentant les autres diminuent; ou 
que toutes diminuent en même temps. Etant donnée une fondion ? dey &t dex, 
fi les variables augmentent en même temps , on trouvera ?' en fùbfiituant y-h A y 
Partie /, c 
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à y & A*à*;fi 7 augmentant, x diminue, on trouvera 4' en fubftituant 
— a * à x ; f\ ÿ & x diminuent en même temps , on trouvera 
4' en fubftituant .y — A y à .y Si x—— a x à x : dans ces différcns cas , ôtant 4 
tie on aura A4. Mais pour éviter les longueurs, à moins que d’avertir, nous 
fuppoferons que toutes les variables croiffent en même temps. Cela pofé : 

Le rapport entre les variables y Si x étant donné par l’équation 

aa. 1 -t- bxy -+• cy l -+- dx -1- ty -4-/=- O, 

7 

on dçmande lé'Ttfpport entre les différences de ces -variables ? On trouvera aifé« 
ment que ce rapport eft renfermé dans l’équation 

(l ax-t-by-t-d) A x -f- (b x - 4 - x t y +<) A y -4-4 Ax l -\-b A x Ay-\-c Ay‘= o,' 
Soit encore l’équation . 

‘à a;»4-ix‘jr -4- cx^'-^ J y' - 4 -** 1 -f- fxy -» -gy l -\-hx-\-iy~\-k = o ; 
on aura |e . rapport entre les différences des variables .y Si x exprimé par 
(3 ax l *k~lbx y- 4 - cy*ri-l rfy-t-h) Ar + f x cxy-t-3 dy'-\-fx-^ 
p.~gy — | — *-} a y-+- : 3 war- 4 - êy- 4 -e a *‘-4- (t i x -f- a cy - 4 -f) Ax Ay-\- (ex -4. 
3 t i y -J-*’ - g) A y ! -f- a A te* -4— b A Ay -4- c A x A _y* -4- d A yï = o, 
E t général fi le rapport jr titre les variables y Si x eft donné par d’équation 

(«) ax"-\-bx'—'y-\- ex i—y' 4 - -y- gy' -\- a ' x—'-\-b' x — 1 y 

x'— ijy\ + •••.• • • -H/V - 1 - 4 - ...... ..I - 4 - h x 4 - iy - 4-^=0 , 

que ces deux variables foient f : npoîet ; s croître en même temps; l’équation 
qui renferme le rapport entre leurs différences, pourra toujours être repréfentée par 

(<), .-..J. 'A Ax ,-K.fl A y "4-i/’ Aat 1 4 - D AarAy ■+■ £ A y 1 ■+■ F A x< 

C A A y + ff A x 4 y 1 -r 1 A yl -t- 

4.üAx" + i 4 x’- l i A y -t- c A ar — 1 A j‘-4- . . . . -+• g A y’ = © f 

A , H, Sic. étant des fondions algébriques des mêmes variables , Si a, 6 ,e g 

les mêmes co-efficiens que dans l’équation «. 

( 108 ). La fonûion 4 continuant de varier, foit nommé 4", 4"', 4", Sic. ce 

qu’elle- devient ùtccefli veinent ; pn aura 4' {'.= a 4', 4"' — = &c. Il 

eft bien clair que A4' , — aj=a 4'— —4) = a a 4; c’eft cette différence de 
la différence A4 qu’on. appelle différence fécondé de la variable 4, & que nous 
défiguerons plus lîmpleinent par a 4. Donc A4 — Af’ — a’j', A4'" — A4 =A 4',&c. 
On verra très-aifément audi que a^' — a 1 4 = a ! ( 4' — . 4 ) s= a‘ a 4 ; pour 
dé fi g er cette, fécondé différence de la différence A4, qu’on appelle différence 
troiftèine de la variable 4, nous écrirons a 14 ; comme nous déftgnerons celles des 
ordres fupérieùrs, & qu’on trouvera de la même manière , par A 1 4, A‘4, Sic. 

Si 4 eft une foiifli'n de deux variables jy Si V, A4 renferme y, x , Ay,~Ax; 
ti on aura A 4' en fubftituant Jy -t- A y ty , x -t- Axix, a y-t- A y à Av, 

A x - 4 - A xt A or, AmG A‘4 renfermé^, x, Ay } ax , A‘j, a’ x;Sl on aura A*^' 
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enfubrtimantj'-t-Aj'à y, i+ni j, aj--*- * l .y à a y, a .r-*- a» xà ax, 
a* j- -+- a' j< à a jr , a 1 x ■+■ a» x à a* x ; on aura a* 3' en lubflituant dans 
a } î»/y *+• a y *y, x-t- 11 1 x, a y -*- A’- y à a y , aj+ 4 ‘.t à a x, a y+- 
A ! y a a l y, a 1 x-*-a» x k A- x, a’ y -t-A 4 jri a) jy Aix-t- A 4 xà a x,6rc Mats 
dans le calcul des différences fucceflives d’une fonâion , nous fuppnferons le 
plus fouvent qu’une des quantités qu’elle renferme varie uniformément , ou, ce 
-qui revient au même, qu’une des différences premières eft confiante; & nous 
prendrons cette différence fuppofée confiante, pour terme fixe de comparution 
des différences des autres variables. 


(109'. Les variables croifTant ,fk la différence première de x étant confiante 
©n demande les différences fucceflives de la fonction x y ? On trouvera d’abord 
A^=_y ax-+-x aj» -t- ax &y , puis fubftituant dans cette expreluon de la diffé- 
rence première x -*- 4ilx,^ + A y k y, AJ' ■+• A x y à 47, on aura A {' = 
y 41+1 AJ-*- 5 Axaj-*-xa 1 J'-+-iax A* j ; ôtant A{ de A3', il refléta 
pour la différence féconde A*{=x ax a J - 1 - XA 1 j'-j-x Ax a 1 y. 

On trouvera pour la différence troifième a'j=j a ta‘j ^_xai y _j_ 3 axa> y ; 
pour la différence quatrième A 4 j=4 ax a J' -f- x a 4 j» - f- 4 ax a^ ; 

pour la différence cinquième A : {=J a.ta 4 j< _j_ xa< j'-fr- 5 a x a'J' ; 

& ainfi de fuite. On propofe encore de trouver les différences fucceflives de la 
fonâion x* ? Puifque la différence première eft 


n x " — 1 a x -*- n • - — - x* — 
% 


A x 1 -*- n 


a — 1 

T~ 


_X«— » A x» 

* 

An aura pour la différence fécondé 

n A x [ (x -t- Ax) " — *. — i’-']+« , "” , 4X>[(x+4i)' — « — x" — *] -p. 
n ■ léZi . 1 ax* [ ( x -t- A x)” — t — x ”— 1 ] -+■ &c. ; 
ou , développant tous ces binômes, 

fl -fl — 1 • x" * A -b-T 1 • ÜH. 1 x’ * Ax*-+- fl - a — 1 . ITHl . ,* — * A x* ■+. &c. 

i 1 • 1 

-t-n-a — i.î^éx’ ’Ax'-t-fl-n — 1 • fflT— . f l 1 — * a x* + Sic. 


■+•«■«— « • f—i • "■ ■’ x— « 4 r' + Sec. 

* * 

ou même encore, en faifant les réduâions néceflaires, 

b* a — 1 •r’ - ’Ax’ + i|.a — I - B — x-x" '4 x ! +« .éHé . IZZk . y x"~ 4 A x 4 ^- &c. 

On trouvera de la même manière pour la différence troifième 

n-n — 1 •* — x • — * ùxi+a • . n — x • n — 3 • 3 ar" — 4 ax 4 -+• ôcc. j 
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pour la différence quatrième ' 

n . n — i • n — i • n 3 • *" — * id + &tc. ; 

6c ainfi des autres. Si n eft un nombre entier pofitif , on aura 

1 . 1 • 3 • 4 n — 1 ■»4r" 

pour la différence de l’ord e n, & comme on voit cette différence eft confiante; 
c’eft-à-dire, que &x étant confiant 6 c n un nombre entier pofitif, la différence 
n -t- 1 de *■“ eft nulle. 

(1 10). Si nous reprenons la fuite {,(, , &c. &c que nous écrivions 

&c. 

* ( — A î *= A * î » A i" — A ï' = Al ( , A — A ? = A‘ { , 
A^-A^essA'^A {'—A î'= Al {', A t"' — A‘ t " = 

A ’î'— A> — A! {' = A* A' Al ç" = A4 J*, 

&c. nous verrons évidemment que 

î'==î+ A î. A î = î' î, 

j'= ; + 14 { + ^{, A= Î = Î "_X { '+ 1 , 

î"'=î-+-3 <sî-3-3 a-^-3-ai^, A< { = î "' — 3 

(“ — ê + 4 4 l4-6A‘ î -3-4A*{-HA+ î , A4 ^ = ( v — 4î'"-H6î’— 4 î '-f- t ,< 

6tc. Stc. 

Donc i°. nommant Z un terme quelconque de la fuite &c. St n le 

nombre des termes qui le précèdent , on aura 


Z n — 1 n — in — ï *■« — 1 n — 1 

==J+»14{ + B- — *•{+».— • -y- — 


n—j 


— A 4 {H _ & c . ; 


— nî «— >■'+„ : 


J» — 



-4- Stc. 


(ut). Soit une ligne courbe XMZ < fig. XXIII ) , qui ait pour diamètre la 
ligne A B, 6c pour une de fes ordonnées la droite l J AI ; St foit pris de part Sc 
d’autre du point /'des parties égales PP', P'P’, P P'",bic . . P 'P, 'P P, “P "‘P, Stc. 

Cela pofé , ayant nommé AP, x, PM, y ; / , y” , y" Y les ordonnées 

qui repondent aux abfciffes x -+- a x , x mi j,x+jai x+nix; 

on auray —y -H Ay, ÿ =y -t-Hv+ *'y,ÿ" —y ■+■ 3 A .y H- 3 &y‘ -+. 


ù ' y , 6tc., St Y =7 + aay 4 -/i • vy-b&cc. 

(in). Nous aurions pu faire toute autre hypothèfe que de fuppofêr Ar 
confiant; comme, par exemple, que les Ajy, Ajy’ , A y , Stc. fuffent égaux 
entr’eux , ou , ce qui revient au même , que a y fût confiant : alors XMZ 

n’étant 
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n’étant pas une ligne droite, A x auroit été variable, ou, ce qui cft la même 
chofc , les portions PP' , P' P" , £>:c. n’euflent point été égales entr’elles. En 
effet , fi l’on tire les cordes de deux arcs quelconques MM ' , MM & des paral- 
lèles Mm, M'm au diamètre AB , les deux triangles M mM', M' ni Ai” feroient 
parfaitement égaux fi l’on avoit en même temps Mm = M m m M' — m'M ; 
les deux cordes feroient donc des angles égaux avec les parallèles M m , M'm , ou, 
ce qui revient au même , elles ne feroient qu’une feule &£ même ligne droite. Il 
s’enfuivroit que la ligne XMZ devroit être telle que les cordes des arcs confé- 
cutifs MAI', M'M , M M", &C. ne fiflent entr’elles qu’une feule & même droite ; 
& ainfi XMZ ne feroit elle-même qu’une ligne droite qui fe confondrait avec la 
précédente. On ne pourra donc fuppofer à la fois qu’une feule différence conf- 
iante. Mais foit que l’on fade varier uniformément une des variables , foit qu’on 
ne regarde aucune différence comme coudante, on doit arriver de toutes les ma- 
nières au même réfultat. 

Pour le démontrer, fuppofons que la courbe XMZ ait pour équation y=x*i 
& qu’on demande d’arriver de l’ordonnée PM à l’ordonnée P’ M par deux dif- 
férences confécutives. A caufe de P M —y Ay & de y'=y - H A /y» on 
aura dans toutes les hypothèl’es P M —y -+- rA y A 1 ^'. Maintenant fi l’on 

prend pour première hypothèfe que P' M' divife PP en deux parties égales , en 
nommant Ai' chacune de ces parties , on aura Ay = îxAx -+- A a 1 , &c parce 
que A x ed confiant , A y—i Ai 1 ; donc P M = a* -+- 4 x Ax + 4 A **.' 
En prenant pour fécondé hypothèfe que Ai! P' divife PP en deux parties iné- 
gales Px, fx', on aura 

Ay=i x tx — t— fx*, A 'y = 2 Px* ■+■ 2 xP- x -f- 4 ïx ï* x -+- (/ * x )> ; 
& par conféquent 

P Af" = ar> ■+. 4.r P x -+- 4 J'.r» 1*,}'» x -h 4 t x P 1 x ( t* x )>■: 

Les di/lérences finies A x Sc<f\v font itiéga'es, mais on doit avoir fx-+- Px', ou 
4 f-r-h ~ 1 Aat; or comme en fubfiituant cette valeur de 2 A x dans la 
première expreflion de P M , on trouve l’autre; il ed clair que des deux manières 
nous domines arrivés au même réiultat : il eu feroit de même de toute autre 
hypothèfe. 

( 11 3 '• Il fera toujours facile de trouver telle différence qu’on voudra d’une 
fonûion quelconque ; le problème inverfe, qui confide à remonter de la différence 
d une quantité à cette quantité même, renferme des difficultés d’un ordre bien 
fuperieur. La quantité, qu’il ed alors queftion de trouver, s’appelle la Jomme de 
la différence propotee, Sc pour indiquer cette fournie , on fe fert du figue z qu’on 
met devant la différence ; ainfi 2 x ' A x déligne la fournie dont x " A x ed la 
différence. 

11 ed clair d’après ce qui précède, que la fomme de A x ed x ; & A.r étant 
confiant, que celle de A.v 1 ed x A .r , que celle de Ax'- efi xA.v x , que celle 
de A i* ed uAx', &c. Cela pofé, puifque la différence de x *=: la Ax+Aî 1 , 

en a x* = 2 ix Ax -h x A * , & 1 x A x =a x '— xAx : 

Parût I, L 
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La différence de a:- = 3 *‘A x -H 3 ar Ax> -t- A xi ; donc *> = } ï cr» A X ± 
y’Ax—-jxAx‘ g* U->Ax= y ~~~ •+" • 

On trouvera de la même manière 


* . * 4 *’ A * 

ïîiAx = - — 

, . *’ x*Ax 

Sx* Ax = — — • — — - 

î 1 


*’A** 


*> A * ’ x A x 4 

, ~ î V * 

,« *> A * . t «‘A** * ’ A * 4 

2x'Ax= T 7~ H “TT"’ 

& la fomme de x' a x , n étant un nombre entier pofitif quelconque. 

( 114'. Il ftut remarquer que A{ n’eft pas plutôt la différence de {, que M 
différence de cetie fonôion augmentée ou d minuée d’une confiante quelconque; 
d’où il fuit que la fomme d’une différence propofée , pour être complète , doit 
néceflairtment renfermer une confiante arbitraire. La différence A .r, qui efi elle- 
même une quanti é confiante , doit entrer dans la confiante arbitraire d une 
manière que co îoue. Nous di-ions la même choie de toute fonâion de x , Ax 
& de confiantes dont la diffé ence feroit nulle. 

Pour mieux faite fentir la nécvfli é d'ajouter une confiante arbitraire , foit pro- 
pofé de trouver la fomme de < a a:) 1 Ax. On peut le faire de deux ma- 
nière'. Et développant cette différence, il v.ent a A x -+- 1 axAx -4-x Ax; or 

. » x 1 «’A* . *A** . 

Xu Ax— a x,s.iaxA x=ax* — ax Ax, £x‘Ax= 5 » 

*1 x'Ax , xAx x 

donc 2 ' a-*- x ) 1 A x = a % x -*-ax* — ax A x — — ~ 6 — 8=3 

( * ’*'*)- Ax+ Ax 1 — - -r - Ax — ~ Ax ! ;je 

} a * 3 * ^ 0 

n’ajoure pas de confiante arbitraire. Autrement je fais a .r—y, d’où Ax=A y 

fcc (u -t- x/ Ax .■==?* A y ; or s y * A y = y —— y -~ + y i fubfii tuant 

( j -h x)' 

donc pour y & A y leurs valeurs, il vient ï(n+x;‘Ax — — “ ’ 

l‘ + x Y A x 4- ULf A ur* • je n'ajoute point encore de confiante arbitraire, 
a 6 

Ces ! cux i éfu’tats diffèrent de la quantité confiante — i— -t- — Ax g- A X ; 

mais d eft vifible qu’ils ne font l’un St l’autre que des fommes particuliè es 
compris dans tiüï - Aar-fr- + X qui eft 'a fomme 

complète de la différence propofée * fi par C on entend une confiante arbitraire 
telle que nous l’avons définie plus haut. 
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3 xir+iAj' 


(i I Si l’on propofoit la fraélion rationnelle ■ 


*(*-+AxJ^x-t-iAx) 

décompoferoit en les fraûions fimples _L 


75 

, on U 


» + Ax x + iAx 


— C • — ^ i f • 1 * ^ , dont la femme eft 

V x-+-Ax x J V «J-iûx x -4- Ax/ 

— — — î ; donc la fomme de la différence propofée-=a * . 

* *-t-Ax r r x(x-+«Ax)* 

« étant la confiante arbitraire. On trouvera de la même manière que 

. Sans décompofer la fraélion 


A x 


X + «Ax 


(x + B Ax)(x , |>A<) 

rationnelle en fraélion' binômes , il feffira fouvent de la réfoudre en fraûions dont le 
dénominateur ait un moindre nombre de 'faâeurs. Si, par exemple, on propole 

A x 


(x+n Ai) [*+ M.fix)(x+i+l • A x ) 
A 


on la fuppofera égale à 


(«+»A»)(x + "+ i'i») (*-»-»-• fAx)(i4-n + j, â ,j 

6c l’on aura l’équation identique A * = A • x -t- n -r- a . A . Ai, 

-t- fi + n £ 

d’où l’on tire A = — B , A = -i ; partant 

A t i 


(x - n A x) (x +-« n- I • Ax)(x+» -,».A t) i(i4«Ax)(x + i i-|.Ax) 

As 


De même 1 


(x+BAxJtx+Bi-l.Axjfx+ll+l.AlJfj + j + j,!,) 
t 

» 


3(x+»Ai)(x + b+ |.Ai) (x+n4- î . A x ) 

A X 


(xr»Ax)(x + B + i ■âx)(x4«+ >.Ax)(, + » +J . i ,)( I+ ^ . i:( ) 


4(* + »A*) ( * -t- * r I • A x ) (x+« + i.a,)(, + , t)i1j ) 

• 4 - a , & ainfi de fuite. 

(116). Je Héfigne par '*{, Sic. les termes qui précèdent j dans la 

lutte , 8 tc. , Çfc. ; on aura ? — V = A V , 'r - r z=A l 'z "r — ’"x 

^ A te. & t = A '{ + A'{+A"'j &c . La ( 't V' t 
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Donc i , ou tel terme qu’on voudra prendre dans la fuite, &c. 'fi 

f, i , { , 8cc. eft effectivement la différence de la fomme des termes qui le 

précèdent. 

Donc ( n°. ni) une fonction quelconque de x eft la différence de la fournie 
de toutes celles que l’on trouveroit en mettant dans la première pour ,-r fucceffive- 
jnent x — A x , x — z a x, x — j a i, 8cc. Or ( fig. XXIII ) l’efpacc 
M P P' M' peut être confidéré comme une certaine fonction de x , dans laquelle 

fi l’on met pour x fuccelfivement x a x , x — ux, 8cc. on aura les 

efpaces qui précèdent 'M P P M , "M PPM, '"M"' P "P M , 8cc.; donc 
MPI' AI' efl la différence de la fomme de tous ces efpaces, ou de tel autre efpace 
qu’on voudra K II PM. On démontrera de la même manière que MM' eft la 
différence de tel autre arc qu’on voudra K \t ; que la futface décrite par MM' 
dans la révolution de la figure fur l’axe AB , eft la différence de la furfitce décrite 
par KM dans la même révolution ; que le folide enge. dré par M P P' M' eft la 
différence du folide engendré par KHPM, 8cc. Ayant fommé complètement une 
de ces différences, fi le problème exige que la fomme trouvée donne plutôt tel 
efpace que tel autre , on déterminera la confiante arbitraire , en cherchant pour 
quelle valeur particulière de x cette fomme doit être nulle. 

Suppofons que XMZ l'oit une ligne droite qui rencontre le diamètre au 
point A, de manière que AH— a, HKe=sb , 8c qui par conféqucnt ait pour 


équation ay — b x ; alors l’efpace MP P' M' fera y A x 


i X A X 


A X A y 


, différence qui a pour fomme cemplète — x 1 C. Maintenant fï 


l’on veut la furface du triangle AP <\1 ,4c problème exige que la fomme foit nulle 
lorfque x = O , ce qui donne C = o , & pour la futface du triangle • Mais 
fi c’cft du trapèze KHPM dont on demande la furface, il faut que la fomme 
foit prife de manière qu’elle foit nulle lorfque x = a, ce qui donne C = — — 8c 

pour la furface du trapèze - V ■■■ * • Si de plus le trapèze St le triangle doivent 


avoir une certaine hauteur, 8c telle que x = c , on mettra pour x 6c y leurs 

qui deviendront 


valeurs c 8c ■— dans les expreffions indéterminées 


n L tl L 

» <2 2 i a 


( 1 17 ). Soit une ligne courbe BMZ {fis- XX IP) St deux ordonnées confé- 
cutives PM , y, PM , y' , qui répondent aux abfciffes AP , x, AP' , x' ; je 
conçois que la relation entre les co-ordonnées x&y venant i varier, ( de quelque 
manière que cela arrive, foit par la variation d’un paramètre ou autrement) la 
courbe paffe de fon premier état à un autre marqué par b *;;& ayant pris dans 
la courbe variée deux points m &c ni , je tire les deux ordonnées p n: , Y , p ni , Y , 

parallèles 
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parallèles à celles de la courbe BMZ , &£ qui ont pour abfcifles correfpondantes 
, X, A p , X'. Nous fommes convenus de nous fervir de la caraclériftique A 
pour défigner la différence de deux ordonnées confécutives d’une même courbe 
& celle des abfciifes correfpondantes ; de manière que x' — x = A x , 
y — y — A y , A" — X = A A, J" — 7 =AT. Mais il nous faut de 
plus confidérer la différence de deux ordonnées , telles aue PM, pm , &c celles des 
abfciffes correfpondantes, lefquelles différences font dues à une variation d’un 
autre genre, celle de la relation entre les co-ordonnées x & y, & ne peuvent 
être défignées par la môme caraâériftique A. Nous prendrons P pour caraclérif- 
tique de cet autre genre de différences 6t nous écrirons X — x — tx , 

Y — y =tly, X' x'= lx' , Y' y' = S'y'- Or Y' eft en môme ternj)* 

égal à y -f- P y' & à Y -\- A Y ; doncjy -+• A y-<rl fjy-t- A y)=y -f- 
fv+ A (y - 4 - P y ), d’où l’on tire l A yz=- A ly. A'\nf\J'A 1 y=AS'Ay=a 
Â 1 t'y, lÀ’y = A'lAy = A i ly, IA” y = A" ly- 

( 1x8 ). Nous fommes encore convenus de défigner par 2 V la fomme d’une 
fonûion quelconque Y des variables y ôc x &c de leurs différences , & nou» 
avons remarqué que V = A (‘Y -+- " Y ‘"Y -+- &c. ) ; donc 2 Y zxz 'Y 
»y-> r '"Y- 4- &c. Mais, à caufe de IY—IA ( 'Y a- Y-4- ‘"Y -+- &c. ) = 
At'\'Y-î-‘‘y-i t -" , Y+bLc. ), ona2 l Y— l ('Y- 4 - “Y - 4 -‘" Y + &c. ) ; 
donc 1 2 Y= 2 IY. 

Il fuit de ce théorème que / 22 Y = Z l Z Y ZZIY, IZZZ ^= 22^2 Y 
*= 2 2 2 IY, 6cc. Pour abréger , au lieu de défigner deux , trois , &cc. fommations 
fucceffi ves par 22 Y , 22 2 Y , &c. on écrit 2 *Y, Z 1 Y, 6cc. ; d’où il fuit que 
l’on peut toujours changer lz n Yen 2 " l Y. 

Étant donnée la formule 2 Y A t'y , on pourra la transformer en celle-ci 

Y l'y — 2 A Y ly' : en effet , fi l’on fait 2 Y A ly ==s Y ly -4- K , K étant 
une fonflion inconnue qu’il s’agit de déterminer, on aura Y Aly=YAly- 4 - 
A Y ly -hAYAly-t-AJC, AK = — - AY(ly -+ A ly) A Yly ; 

donc S Y A ly = Y ly 2 A Y ly . Si l’on propofe cette autre formule 

2 Y A 1 ly, on la changera d’abord en celle-ci Y A ly — 2 A Y Al y' ; puis, à 
caufe de T. A Y A ly' — A Y ly’ — 2 A 1 Y ly" , on aura 

2 Y A' ly => Y A ly- — AYly’-hz A 1 Yly". 

On démontrera de la môme manièie que 

■z Y A» ly= Y A' ly — A Y A ly' -y A 1 Yly" 2 AYly‘" ; 

& en général que 

2 YA'lym=YA—' ly — AYA “ — 1 lÿ+A'YA— *lji— ±2 A" Yly". 

( 119). Nous ferons dans la fuite beaucoup d’applications de ces principes; 
mais pour le moment nous nous contenterons de réfoudre le problème fuivant s 
Entre tous les polygones que l’on peut former avec un nombre de côtés donnés , 
trouver celui qui a la plus grande furface ? Si nous nommons P un de ces 
polygones ôt P -f— l P celui qui fuit immédiatement, l P devra être une quan- 
tité très-petite; nous la fuppoferons allez petite pour qu’on en puiffe négliger 
Partit I. V. 
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toute autre puiflfance que la première. Arrivé au polygone le plus grand , 1s 
variation de pofitive deviendra négative , ce qui fuppofe qu’elle a d’abo d été 
nulie ; donc fi n efl le plus grand des polygones que l’on peut former avec un 
même nombre de côtés donnes , on aura <T ri = o. Des angles M,N, O de ce 
polvgone ( fig. XX P ) j’abaîffe fur une droite AB les perpendiculaires MP , 
jVÇ>, OA; or fi je confidère un des trapèzes tel que NQRO , 8t que je 
nomme^Q, x, QM, y y QR, Ax, rO , Ay , j’aurai pour la furface du 

trapèze Ç y-t~ j A at. On aura donc pour la quantité qui doit être un 

plus grand z ( y -t 1 ~~ ) Atr, Sc par conféquent«f X Ax = o. 

t . On remarquera que les polygones , dont nous cherchons le plus grand , ayant 

leurs côtés donnés , on doit avoir f \/a x*-t- Ay» r=o , d’où l’on tire, en ne 
confèrvant que les premières puilTances de S A x , S' Ay, 

A x ï A x H— A y S A y = o. 

Cela pofé , je reprends l’équation / z A x=o, que je change 

en celle-ci z £ A x S y H — — / A y -+- ^ y -+■ — J ^ A z J = o. 


Lorfque j’aurai mis pour fAr fa valeur / Ay, cette équation deviendra 


ou , faifant pour abréger 


bx y&y a y 1 


bx 


X b X 


t{AxSy -\-*SAy)=o. 

(lio). Au lieu de A_y , je mets y' y, 6c je transforme l’équation pré- 

cédente en celle-ci z [ ( A rr — * ) S y ■+■ * J'y' ] = o. Or fi je fais 
(Ajî — *) Sv -h* S y' = V , j’aurai ‘P = ( A ’ x — '* ) S'y -+- '* Sy , 
‘V= {A'x — '*) S’y +-'* S 'y, "'P= A "'x — "'*) S '"y-h"'* S "y, &c. ; 
&, à caufe de xP=‘P ~h'P -+- V -f- &c. , j aurai l’équation 
■f Sy (V — * — A'x). S’y — (,'*?. — "> — A*'*) S "y 

( "V — "* — A "'x ) S'" y — Scc. = o , ou 

Sy — A {'* — 'x) • S'y — A ( — "x) • S y — A ( * — 'x ) • 

S"’y — &c. = o. 

Je donnerai à x P une certaine étendue déterminée , & y fera l’ordonnée qui 
répond à la fin de c-tre fomme. Mais ne puis 1 je pas fuppolcr que l’axe A B coupe 
le polygone de manière 1 que l’ordonnée qui répond au commencement 8c celle qui 
répond à la fin de i P (oient milles aulli bien que leurs variations ? Dans cette 
hyposftèfe , l’équation précédente deviendra 
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A ("*_'*) . S'y+A ' r y-+-A ('V— ‘ "'*) • 0 -*- & c.=.o: 

& comme cette équation doit avoir lieu quelle que foit la variation marquée par 
S, on aura 

A ( "* — ' x ) = o , A ( — 'x ) = o , A (' v * — "-'.r ) — o , Stc. 

Donc en général * — a.-' •— /, /étant une confiante arbitraire; ou mettant 
x -+- A x pour *•' & pour * fa valeur , on a 


A X “ liï 1 


Je multiplie par A.v St je fomme chaque terme , ce qui me donne .r* 4 - a 1 -+- 
1 f x un £, équation à un cercle dont le centre eft dans l’axe A B. Il réfulte 
delà que le plus grand polygone qu’on puifl’e former avec des côtés donnés , eft 
celui qui peut être inferit dans un cercle. 

(î il). En changeant le <T Ay en A Sy, on a l’équation 
I (Ai Sy + t A Sy) = o. 

Mais 2* A S y = * S y — £ A * Sy 1 =* Sy — A ’* Sy — £ A '* Sy ; 
air fi notre équation devient 

( * — A '* ) Sy H- £ A ( x — '* ) Sy = confiante. 

On verra aifément que cette confiante eft égale à ce que devient ( * — A '* ) Sy 
lorfque i A ( x — '* ) Sy = o -, c’efi pourquoi fi nous nommons a l’ordonnée 
qui répond à ce point St A ce que devient * — A* lorfque y = a, nous 
aurons l’équation 

( * — A'*)J'j'-t-2A(.x — 't ) S y = A Sa. 

De plus, fi nous donnons une certaine étendue déterminée à 2 A ( x — '*) S y ; 
en nommant b l’ordonnée qui répond à la fin de cette fomme, St B ce que de- 
vient*- A'*, lerfqu’on fait y = b ; l’équation précédente fe changera en celle-ci 

B S b -î- x A ( x 't ) Sy = A Sa. 

Suppofons, comme nous l’avons déjà fait, que l’axe AB coupe le polygone de 
manière que a St b foient nulles aufli bien que Sa St Sb ; alors nous aurons 
X A (x — '* ) Sy ■ — = o , qui donne en général x — * = confiante. Ce réfultat 
eft conforme à celui que nous avons trouvé de l’autre manière. 

(i n). Soit Ax une fonflion de x &c de confiantes; fi dans cette fonflion 
on met o , i , i , 3 , 4 , Stc. fucceflivement au lieu de x , St que de cette ma- 
nière on forme la fuite A, 4 1 , A x. A] , A 4, Stc. A x fera ce que nous 
avons nommé le terme général de c tte fuite. Pour trouver fon expreffion , je 
fais (n°. no’, > 4 l — A = a, A 1 — z A 1 A — b , A 3 — 3 1 _j_ 3 j — 

A = c , A 4 — 4 A 3 ■+* 6 A i — 4 A 1 -4- A zxi d , Stc. St je trouve 
A 1 «= A 4 — a, A 1 ss A 4— z a -3— b ,yl 3 = A *3— J a — f- 3 b 4— c , 


Digitized by Google 


8o Dû CALCUL DIFFÉRENTIEL 

A 4 = A -f- 4 a -4- 6 b -f- 4 c -t- d Ax — A -b a x 4 - bx 


in. 1 Jx.*-=2 . x -=l . înS-H&c. 

ï IJ 1 3 4 


Cette formule fervira à trouver le terme général d’une fuite quelconque , & elle 
le donnera exactement toutes les fois qu’il fera poflible de parvenir à des diffé- 
rence", milles. Je prends pour exemple la fuite 1,4,9, 16,15, ôte. des quarrés 
des nombres naturels ; on a a = 3 , è = c &t les différences fuivantes nulles 

donc le terme général de cette fuite eft 1 -f- 3 2:4-1 x . - = ( 1 * 4 - x) 1 .' 

Soit encore la fuite des cubes 1 , 8 , 17 , 64, ôte. ;onan=7,J=3il, c=6 , d 
6c les différences fuivantes nulles ; donc le terme général de cette fuite eft 

1 4* 7 x 4- 1 1 x . - 4 - 6x . * = ( 1 4- x )*. 


( 113 )• Concevons une autre fuite Si, Sx, S 3, 64, ôcc. telle que 


St = A, 

Si *= A 4- A 1 , 

S 3 = A 4 “ Ai 4- A 1 , 

64 = A 4 - Ai 4 - Ai 4 ~ A 3 , 

6tc. 


Si = lA-\- â i 
S 3 =3 A 4- 3 u 4- i ,' 

^4=4'^4-6a4-4^-4-cJ 

6tc. ; 


donc Sa r , ou la fomme de x termes de la fuite A , Ai , ôte. eft égale i 


X — I X I X — 1 , . * I X * X 1 

x A -b X • —j— a 4- x — • -y- é 4 --v — • ~~ • -y-< 4 -&C, 

On trouvera pour la fomme des x premiers termes de la fuite des quarrés , 

x — i *4-3 x’4- * *’ . 


* 4 - 3 * ■ 


-b x ■ x — 1 


1 J 6 

fi pour la fomme des x premiers termes de la fuite des cubes , 

x — f— 7 x • x ~ - 4- ix . x—t . x — 1 4-* . x — 1 . * — 1 . -, I — 
1 4 

x* -t- *x> 4-X* 


Mais la formule dont nous venons de faire ufage ne peut donner exactement 
la fomme d’un nombre quelconque de termes d’une fuite propofée, que lorfqu’il 
eft pofTible de parvenir à des différences nulles ; la méthode qui fuit eft beaucoup 
plus générale. 

( 114). Le terme Ax de la fuite A, Ai , Al, ôcc. eft la différence de la 
fomme des termes qui le précèdent; fi donc on nomme c cette fomme, on aura 
A x = A ( ôt ( = conft. -bt A x. Il faut remarquer qu’ici A x eft pris pour 
l’unité , puifqu’on a les termes qui précèdent A x , en mettant pour x luccellive- 
ment x — — 1 , x — 1 , x — 3 , &c. 

En 
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En prenant a .v pour l’unité , les formules du n°. 1 1 3 donnent 


Z t 


z x — 


î a* = — 
S 




— SA’' 


x m x' jr* 

T ,ÏA , = -- T -h T , 


ï** 


j 30 ’ " 6 a 11 1» » ^ c ' 

Ce!a,pofé, fi A x — ( 1 ■+■ *)* » on a t = £ + y+ - -+-■£■ » & fi l’ on veut 

la fomme depuis le premier terme inclufivement , il e(V clair que cette fomme doit 
être nulle lorfque x o , ce qui donne c — o, &c pour la fomme des x premiers 

X * x * <4> 2 X ^ 

termes de la fuite des quarrés des nombres naturels , 1 — g — • 


X 4 x » Jt 

Si A x = ( 1 -J- x )i , on a c = — - 4 - — 4 - “ , fi l’on veut la fomme depuis 

le premier terme inclufivement , ou la fomme des je premiers termes de la fuite des 
cubes des nombres naturels. 

x a efl le terme général de la fuite 1 . t , Ï 2 

( .15 )■ La fraction {x ~ ;) ( ° ’*“* 

, Tj, 7;, &c. dont les dénominateurs font les nombres triangulaires ; donc 
pour trouver la fomme d’un nombre quelconque de termes de cette fuite, on aura 

l’équation « = < + * ( x+ , )( k A- il — C n°- **î)« 7^7 ; & fi on la 

veut depuis le premier terme inclufivement , elle doit être nulle lorfque x = o , 

2 X 

ce qui donne c — i , &c pour la fomtnc complète x ^ On demande la fomme 
de la même fuite depuis le terme m exclufivement ? II faut la prendre de ma- 
nière qu’elle foit nulle lorfque x = rn, ce qui donne c=j — - , 6c pour ht 

fomme complète dans cette hypothèfe — 7 — — — - — = — — — — - On 

fera x=m -+- n dans cette formule, & on aura la fomme de n termes de la 
fuite propofée depuis le terme m exclufivement. 


Suitts des nombres figurés. 


Termes généraux. 


I» 

1 

T » 

1 

é » 

T 

IO > 

1 

• î 9 

t 

11 9 

&c. 

1 . 

t 

4 * 

t 

10 ) 

1 

xo 9 

I 

n * 

n • 

&c. 

« » 

1 

1 » 

» 

1* » 

1 

n > 

1 

TT 9 

» 

HA 9 

&c. 

*» 

t 

6 > 

1 

77 9 

» 

7* • 

t 

lié > 

» 

&c. 


&c. 

Partit I. 


1 • a , . 

(*-t- i ) (1 + 1) » 

«•>•3 

(*•*-*)(»-*•») (*-+- 3 ) ’ 

» • » • 1 • 4 . . 

&C. 

X 
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Sommes complices depuis le premier terme inclufivcmtnt. 


î • 2 

( 

< • 3 

' (*+ * ) (*-4-0* 



(«+ , )( I + *)(*-!- 3 ) * 

» • ■s • 3 • 3 

( *4- i )C*-4- 3 ) C * -t- 4 ) ’ 

Sec. 


O - ' voit que la formation d'une fuite dont on connoît le terme général dépend 
de pouvoir trouver la fournie d’une différence propofée; mais il ne nous eft pas 
encore p^flible de traiter ces qucllions avec toute l’étendue dont elles font 
fulceptibles. 

( i >6 ). Dans les articles précédens , nous avons fuppofe que les ordonnées 
étoieut également diffames , ou que la fuite A, A i. Ai, Scc. provenoit de 
la iubftitution de o , i , i , 3 , 4 , Scc. au lieu de x dans le terme général ; C 
on vouloit que ces ordonnées ne fuffent pas également diffames , on nommeroit 
a,b,c,d,e, Scc. leurs diftances à un point fixe ,ou a , h , c , d , e , Scc. les 
quantilé', à fubftituer pour x dans le terme général d’où naîtroit la fuite A , A 1 , 
Ai, Sic. On feroit enfuite. 


Ai — A _ A \ — Ai _ A \ — Ai 

—, i *5, 7 -- = Æ 1 . I 

» — a ’ e — » ’ o — e 




—Aj 
e — d 



Scc. 


St — B _ B 1 — B 1 B\ — Bi 

— C, . t-=Ci,- = Cl, Scc. 

f — i 9 d — b 9 e — ( 9 

Ci — € Ci — Ci _ . 

D, t i =>D 1 , Scc. 


d — a 
Di—D 


■ E, Scc. 


fcc. 

On tireroit de la première Al t= A 4 - B ( b — a), de la fécondé A 1 = 

A -4- B ( c — a ) 4- C ( c a ) ( c — b) , de la troifième A 3 = A -+- -Æ 

( d — - a ) 4~ C (d — a) ( d — b / 4— D ( d — ai ( d — b ) ( d c ) , Sic. j 
d’où l’on conduroit facilement qu’en nommant Y l’ordonnée dont la diftance 
au point fixe feroit x, on auroit 

Y= A + B x — a)4-C(x— a)(x — b) D ( x — a) {x — b)(x — f J-f- 
il ( * — a ) ( x b) (x — c) (x d ) 4- îcc. 

Nous ferons ufage de cette formule pour déterminer fir.ftant du folftice par 
quelques hauteurs méridiennes du foleil. 
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Hauteurs du centre du foleil , corrigées de la réfraction & de la parallaxe pour les 
jours fui vans du mois d: juin 1788 : 

16 juin . . 64° 33' 47", 1 A 
18 ... 36 36 , 8 A 1 

îo ... 37 41 , 8 A 1 

13 ... J6 17, 5 ^ J 

13 ... 33 16 , î ^4 

Nous défignerons par a, b , c, d , e les intervalles des obfervations , Sf nou* 
aurons a = o , b = 1 , c = 4 , d = 7 , e = 9 ; partant 

Ai — A => 1' 49', 7 = 169", 7, d’on B = 84, 83 , 

A i — A 1 = 1 6 = 66, B 1 = 33 , 

A ï —Ai =— 1 13,3=— 83,3, Bi=— 18,4333, 

^ 4 A } = — 3 1 =— 181, ^ 3 = —90, 3 

Nous trouverons enfuite 

C = = _ i1>9 6i 5 , D = -* 6 W. = 0,0966, 

4 7 

Ci= ^_ÉM133 Z)ir=ZL o ^Z=_0,0i8i, 

Cl== -.6^0667 == _. M . 3 3 . £ == -o 1 r i 6 ? = _ 0j0ll76 , 

& F= a* 4- 84, 83 x — 11 , 96 x (x — 1) -|- o , I * (* — l) (a: — < 4) — 
0,01 ar(« 1) (x 4l(* 7)* 

Or comme cette valeur de F doit être un plus grand , on aura (n°. 1 19) S'y = o 
ou , divifant par Sx , 

84 , 85 il, 96 ( ur-l)+0, 1 [( * — 1) (x — 4)-f-x (ar — 4)4- 

*(* i)]— 0,01 [ (x — 1) (x — 4) (x — 7) -+-x (x — 4) (x — 7) 4- 

x(x 1 ) ( x 7;-4 -x(x — xj(x 4 ) ] = o, 

équation du troifiême degré qu’on réduira facilement i celle-ci 

4 xi 69 x 1 -+- 181 1 x — inqso, 

de laquelle on tirera x = 4 , 33 , & pour la valeur de F à l’inftant du folftice 
F =64° 3/ 44% 15. 
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CHAPITRE IV. 

De la méthode des anciens géomètres connue 

SOUS LE NOM DE MÉTHODE DES LIMITES. 


(117). V_yN dit d’une grandeur qu’elle a pour limite une autre grandeur , quand 
on conçoit qu’elle peut en approcher jufqu’a n’en différer que d’une quantité 
îiuffi petite qu’on voudra, fans pouvoir jamais coïncider avec elle. Il fuit de 
cette définition que deux grandeurs qui font la limite d’une même grandeur, 
font nëcefluircment égales entr’elles ; car s’il y avoit entr’elles quelque différence , 
la troifième ne pourroit approcher de l'ufte des deux de plus près que de cette 
différence , ce qui eft comte l’hypothèfe. Une autre propolîtion , qui n’eft pas 
moins évidente , c’eft que (i deux grandeurs , qui croiffent ou décroiffent conti- 
nuellement , confervent entr’elles la même raifon invariable , cette raifon fera 
celle des limites des deux grandeuts. C’eft fur ces deux proportions que toute 
la méthode des limites e fl fondée ; nous commencerons par en faire ufage pour 
démontrer quelques théorèmes de la géométrie élémentaire. 

(118 ). Soit x le côté d’un polygone régulier infcrit dans un cercle qui a r 
pour rayon , & n le nombre des côtés de ce polygone ; on aura ~ pour le rap- 
port du contour du polygone au rayon. Plus n augmentera, plus — approchera 

du rapport de la circonférence du cercle au rayon, fans pourtant y jamais parve- 
nir ; donc ce fécond rapport eft la limite du premier. Nous nommerons x le rap- 
port de la demi-circonférence du cercle au rayon , Ikisr défignera toujours la 
circonférence qui a r peur rayon. 

Le rayon étant 1 , on prend x = 5,141 59*65 J 5 &C cette approxima- 

tion eft très-confidérable; voici comment on y peut parvenir. En nommant p le 
finus d’un arc, & q le linus de la moitié de cet arc , on a entre p & q l’équation 

p = 1 q y 1 q- ; au moyen de cette équation, on cherchera les finus d'arcs 

continuellement fous-doubles de jo° dont on connoit le finus. Je fuppolë qu’on 
l'oit arrivé au finus d’un arc de l" 38'" 5 V - * 37” 1” 51'" 30“" qu’on trouvera de 
0,000007989483x7005 ; la corde de l’arc double eft donc 0,00001 59789665401, 
& cet arc eft contenu dans la circonférence 393ii6-fois , c’eft-à-dire , qu’on a 
inlcrit dans le cercle un polygone de 393116 côtés. En multipliant la corde 
trouvée par ce nombre , il vient 6,1831853070319616 pour une valeur ap- 
prochée , mais moindre que la circonférence. La tangente du même arc eft 
0,0000079894831703; on a donc 0,0000159789665406 pour un côté du 

polygone 
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polygone circonfcrit de 393116 côtés, & pour valeur approchée, mais plus 
grande que la circonférence, 6,1831833071185696. Ainfi le nombre par lequel 
on peut repréfenter exadement la circonférence, le rayon étant pris pour l’unité, 
eft entre les deux que nous venons de trouver ; fi l’on eût inferit & circonfcrit 
des polygones d’un plus grand nombre de côtés, on auroit trouvé deux nom- 
bres moins différens encore , & une valeur de rr moins éloignée du vrai rapport 
de la demi-circonférence du cercle au rayon. 

En nommant u la flèche , on a pour la furface de tout polygone régulier , inf- 


erit dans le cercle qui a r pour rayon , 11 ( r ' — ru ) ; Si comme plus « dimi- 
nuera , plus cette quantité approchera d’être égale à rr r- , il eft clair que la 
fécondé eft la limite de la première. Mais le cercle eft aufli la limite de tous les 
polygones inferits ; donc le cercle eft égal à t r 1 . 


(119). La furface du cône S. JB DE ( fig. XXf'T) eft la limite des furfaces de 
toutes les pyramides , ayant leurs fommeis au point S , St pour baie un des po- 
lygones inferits dans le cercle jiBDE ; Sc le cône eft la limite de toutes ces 
pyramides : fi donc on peut trouver une autre limite des furfaces de ces pyra- 
mides , & une auae limite de leurs folidités , on aura la furface te la folidiré du 
cône. 


Concevons une pyramide régulière qui ait pour arrête y, St pour bafe un des 
polygones réguliers inferits dans le cercle qui a r pour rayon ; en nommant x le 
côté du polygone, & u la flèche, on trouvera pour la furface de cette pyramide. 


fans y comprendre la baie, y'~ — , 5 t, à caufe de — = 2 ru — u l t 


r \/ y 1 - — 2 ru -{-«*. C’tft l’expreflion de la furface de toute pyramide 

■ régulière', & comme cette expreflïon approchera d’autant plus d’être égale à rr ry t 
que u fera moindre, il fuit que x r y, qui en eft la limite, eft aufli la furface 
du cône droit, qui a r pour rayon de la baie, & pour côté y, fans y comprendre 

la bafe. 

On trouvera pour l’expreflion de la folidité de toute pyramide , ayant h pour 


hauteur, Sc pour bafe le même polygone que ci-deflus , — . ( r* — ru ) t 

quantité dont — rr r* eft la limite; donc la folidité d’un cône droit ou oblique, 

qui a r pour rayon de fa bafe Sc h pour hauteur , eft égale à — rr r*. Voici 

3 

quelques corollaires dont nous ferons ufage dans la fuite. 


(130). Soit un cône droit tronqué à bafes parallèles, qui ait pour hauteur h', 
pour côté y , pour rayon de la baie fupérieure r, Sc pour rayon de la bafe infé- 
rieure r. Le côté du cône entier étant y, on a pour la furface du cône tronqué , 
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fans y comprendre les bafes ,v r y — ir / ( y — y ) ; mais y' : y : y — y’ 

: : r—r : r: /; fubftituant pourjyScjy — y leurs valeurs , il vient pour la furface 

1 r i X 

demandée n y vÿ ( r -\~r ). . 

En nommant A la hauteur du cône entier, le folide du même tronc eft égal à 
h h fa* , 

— it r l — . itr 1 ; mais h! : h : h — A' : : r — r : r : r ; fubftituant pour 

3 3 

A &c A A' leurs valeurs, il vient pour le cône tronqué 

<rA' r 1 — xh‘ , , , i . /, 

— ■ r = — (r-~\-rr + r* 

3 r — r ] 

Le triangle BP D ( fig. XXVII ) rectangle en P , en faifant un tour entier fur 
la ligne BD, comme fur un axe, engendrera un folide qui aura pour expreflion 

JR D 

. sr( P K y , PK eft perpendiculaire fur BD-\ mais la furface décrite par 

PD dans le même temps eft égale à it . PK . PD , &c PK . BD = PD . PB ; 
donc le folide en queftion eft égal à la furface décrite par PD multipliée par 
B P 

■ — . Soit tirée une droite BR comme on voudra, on trouvera en menant une 

3 

perpendiculaire R P fur BD, que le folide engendré par B RD eft égal à 

y. TT (RP) *. Mais DR : RP : : DP : PK : : BD : BP ; de plus la furface 

décrite par DR eft égale à *■ . R P . DR ; donc le folide engendré par B RD 

B P 

eft égal à la furface décrite par DR multipliée par — — . Le folide engendré par 

BP 

BP R eft égal à la furface décrite par PR multipliée par -y ; car ce folide eft 
égal au folide engendré par BPD moins le folide engendré par B RD ; c’eft-à- 

B p 

dire qu’il eft égal à y multiplié par la différence de deux furfaces , dont l’une 

feroit décrite par PD St l’autre par RD. Or la différence de ces deux furfaces , 
c’eft la furface décrite par PR. Il fuit de tout cela que le folide engendré par un 
triangle que conque BQR, tournant fur un axe BD , fitué comme on voudra 
dans le plan HQR, eft égal à la furface décrite par QR , multipliée par le tiers 
d’une perpendiculaire abaiffée du point H fur QR prolongé s’il eft néceffaire : 
cette propofttion nous fervlra à trouver le folide de la fphère. 

(ift ). Dans un demi cercle CR MD {fig. XXVIII ! qui a r pour rayon , 
foit infeit un dtmi-polygone régulier; on voit que dans la révolution de la 
figure fur l’axe RD, le demi-cercle engendrera une fphère , St le demi-polygone 
un folide dont la furface fera la fomme de toutes les furfices décrites par les côrés 
AM, MM' , Sic. Par le milieu des côtés du polvgor.e , je tire les rayons 
CO, CO', &c, j’abailfe fur l’a.xe AD les perpendiculaires mp , MP, mp , 
M P' , &c. , St parallèlement au même axe, je mène mn, 6cc. Cela pofé, la 
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furface décrite par AM eft égale à 2 n . pm . a*Af ; mais les triangles femblables 
MP A , Cpm donnent MA : AP : : Cm : m/r; d’où l’on tire pour la furface décrite 
par AM, 1 *■ Cm . AP. La fui face décrite par MM' eft égale à l» . m p . MM', 
ou, à caufe des triangles femblables M'riM, Cp'ni , à 2 w . Cm'. PP' ; & aitifi 
des autres. Si donc l’on nomme u la flèche , x l’abfciflé A R correfpondante à un 
arc quelconque AQ, laquelle abfcifife eft la fomme de toutes les lignes AP , 
PP', &cc. * on aura pour la furface dccriie par les côtés AM, MM', &c. 
l»x(r. — a), & pour la furface de tout le folide 455- r(r — u). Ces quan- 
tités ont pour limites , l’une 2 v rx , l’autre .(jr 1 ;- mais la furface décrite par 
l’arc AQ eft auffi la limite de la première quantité , comme la furface décrite par 
la demi-circonférence eft la limite de l’autre , ou des furfaces que peuvent décrire 
dans la même révolution les contours des demi-polygones infcrits. Donc la 
furface de la calotte qui a pour flè'che x, eft égale à 1 a- rx ; &c la futface de la 
fphère à 4* r l , ou à quatre fois la furface d’un de fes grands cercles. 

Il faut remarquer que dans la révolution de la figure fur l’axe AD, chaque 
triangle, comme M CAI' , engendrera un folide qui fera égal à la furface décrite 
par le côté MM' multipliée par le tiers de la hauteur Cm' du triangle; & par 
conféquent que le folide engendré par une partie ACQ du polygpne eft égal à 

j x ( r — a / , & le folide entier à } sr r ( r « )* , quantités qui ont pour 

limites, l’une | rr r-x, l’a titre | jrr 1 . Mais le feéleur fphérique engendré par 
ACQ eft la limite de la première quantité, comme la fphère eft la limite de l’autre, 
ou de tous les folides que peuvent engendrer dans la révolution de la figure fur 
l’axe AD les demi-polygones infcrits. Donc le folide d’un feéleur qui a x pour 
flè’che, eft égal à | w r- x , Si le folide de la fphère à * w r> , ou au folide d’un 
cône qui auroit pour bafe un des grands cercles de la fphère , &c pour hauteur le 
double du diamètre. 

( 132). Soit un demi-cercle AS B &C une demi-ellipfe A RB (/g. XXIX ) ; 
Je nomme a l’axe commun au cercle ôc à Pellipfe , St b l’autre axe de l’ellipfe. 
J’infcris dans le cetcle un polygone dont A ’S eft un des côtés; j’abaifte des perpen- 
diculaires SP , SQ fur l’axe AB; je tire des lignes telles que MR; & de cette 
maniéré j’infcris dans l’ellipfe un polygone cerrefpondant. Cela pofé par la pro- 
priété du cetcle fk de l’ellipfe , on a PN : PM j : a ; b , &c P N : QS : : P. VI : QR ; 
donc P N -4- QS : PM -+- QR :: a: b, & le trapèze NPQS : au trapèze 
Ji/PQR : : a: b. On voit évidemment que tout polygone infcrit dans le cercle, eft 
au po'ygone correfpondant infcrit dans l’ellipfe : : a : b ; voilà des quantités qui , 
foit qu’elles croiflent , foit qu’elles décroiffent , confervent entr’elles la moine 
raifon invariab e de a à b ; cette railbn doit être celle de leurs limites , c’eft-à-dire , 
du cercle & de l’ellipfe. 

En faifant faire à la figure une révolution entière fur l’axe AB , le .demi-cercle 
engendrera une fphère, & la demi-ellipfe une ellipfoùle. Or le cône tronqué' 
engendié par le trapèze NPQS eft au cône tronqué engendré par le trapèze 

MPQR , comme PN - f- PN . QS +- çTeft à Pm'~\~ PM . QR -q_ QR *; ou 

oomme ( PN 4- QS) 1 PN . QS eft à ( PM-4-QR ) l — PM . QR. Mais 

(PN+ QSy : (PM-+- QR / : : a' : b- , & PN.QS : PM. QR:: a' : M-, 
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donc ( PA’ 4- QA' / — rs . QS : ( PM-i-QR p — Pdl . Qil : : a- : b-. Ainfi 
le foliée engendré par tout polygone inferit dans le cercle , eft au folide enge ulré 
parle polygone correfpcndant inlcrit dans l’ellipfe, comme a 1 eft à /•*. Ces folides 
confervent entr’eux la même raifon invariable de <i* à b 1 , cjui doit être celle de 
leurs limites , c’eft-à-dire, de la fphère Sc de l’ellipfoïde. 

(133). Plus on augmente le dénominateur d’un rapport , plus ce rapport 
diminue; il approche continuellement de zéro fans jamais pouvoir y atteindre. 


Si je fais ce rapport — m &: x — — , je trouverai que plus m diminue, plus x 


augmente; & comme o eft la limite de laquelle m en diminuant approche tou- 
jours , il cft clair que [ eft la limite de tous les accroiftemens de la variable x. 
Toute quantité eft ful'ccptible d’augmentation &c de diminution fans fin ; en 
augmentant elle approche toujours d’une certaine limite, que les géomètres 
désignent par le mot d 'infini Si qui a pour expreftlian - ; l’autre limite dont 
toute quantité approche en diminuant, a pour expreffion o. Ni l’infini, ni zéro, 
ne font des quantités ; ce font des limites dont les quautités peuvent approcher 
continuellement fans jamais fe confondre avec elles. L’idée d’une quantité infi- 
niment grande ou infiniment petite, eft une abfurdité. La théorie des parallèles 
ne peut fervir qu’à confirmer ce que nous venons d’avancer. 

Soit un triangle quelconque KPM (jîg. XXX ) , dans lequel l’angle P 5 c le 
côté PM font conftans , l’angle M 6c le côté P K. augmentant continuellement. 


On a fin. ( 7 ’ 4- M ) : PM : : fin. M : P K = . Plus le point K 

fin .(P-+-M) r 

s’éloignera , plus la droite MK approchera d’être parallèle à la droite P K ; quelle 
eft donc l’expreflion de la limite dont la droite P K , qui eft fufceptible d’aug- 
mentation fans fin , approche toujours fans pouvoir jamais y atteindre? On la 
trouvera en fe rappellant que lorfque deux droites font parallèles , les angles 
internes d’un même côté valent enfemble deux angles droits ; c’eft-à-dire , qu’on 
trouvera cette limite, en faifant P 4 - M sa 180 0 , ou fin. (P 4- M ) = o , dans 


l’expreftion de T K. 


f PM- fin. M 

\ fin. M 


) 


, qui devient par-là j 


ou infinie. 


(134), Lorfqu’une branche de courbe, qui s’étend à l’infini, a une afymptote, 
elle s’en approche fans cefle, fans pouvoir l’atteindre. Si nous concevons que 
cette afymptote eft la ligne des abfctfies, 6c qu’à un des points du cours infini , 
■ nus menions une tangente qui rencontre la ligne des abfciflfes ; il eft clair que 
plus l’abfciffe augmentera, plus la tangente correfpondante approchera de fe 
confondre avec l’afymptote; 6c ccs deux lignes par viendi oient enfin à coïncider 
parfaitement , fi l’ablcifle pouvoir devenir infinie. 

On demande la fournie d’une férié à l’infini, que cela peut-il fignifier? Je prends 
pour exemple la férié 1 -f- — f— ^ -4- -ps 4 -rr 4 -rr -H &c. dont nous avons 

trouvé la fomme d’un nombre x de termes égale i 1 Ll_! ; fi je fais jc = ; 

*4-i 

dans cette formule, elle devient égale à 1; donc plus on prendra de termes de 

la 
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la férié, plus la femme de ces termes approchera d’être égale à 2 ; ce nombre 
eft la limite dont 011 approchera toujours fans pouvoir y parvenir, ou, ce qui 
revient au même, la fournie de la férié à l’infini. On trouvera de la même 
manière les fournies des autres fériés du n°. 115 à l’infini, 6c on aura 

1 ^ c - ’ 


' TT ' 


« « 1 » 

» \ ? o *« i 1 6 


&CC. < 


1 -+- i rr "1~ tî ^~Th*4- rrr *+" & c - — ♦♦ 

&c. Il y a des fériés dont la fournie à l’infini eft l’infini même ; telle efl celle de* 
nombres naturels 1 , 2 , 3 , 4 , &c. dont le terme général eft I -4-x- , 6c dont la 
fournie d’un nombre quelconque de termes , depuis le premier inclufivement , eft 

x • - ; car en y fuilant x =» j , cette fomme devient j. 


(135). Sttppofons deux rapports m 6c n liés entr’eux de manière que l’un ne 
p aille augmenter ou diminuer lans que l’autre augmente ou diminue ; la limite 

, dont — approchera , dans les deux cas où m St n approcheront de zéro ou de 

l’infini * pourra être repréfentée par f . Or comme un rapport étant donné , on 
peut toujours trouver d’autres rapports qui en approchent fans celle fans pou- 
voir jamais fe confondre avec lui, c’eft -à-dire dont il eft la limite; il eft clair 
que ; peut repréfenter toute forte de rapports. Nous avons vu dans la théorie 
des tangentes du n°. 19, que la fous-tangente fe préfentoit généralement fous 
la forme de ; , qui , pour chaque courbe particulière , prenoit une valeur déter- 
minée. 

Dans la folution des problèmes, on eft fouvent conduit à des réfultats qui fe 
préfentenf fous la forme de f , faute d’avoir été réduits à leurs plus Amples termes. 

Ce réfultat , par exemple , ^°* *’^ rCoi ' f devient f, lorfque x eft un arc 

r fin. x cos. * — 1 1 1 

de 90°. Mais fi je lui donne cette autre forme 


1 — fin. x ^ 1 — fin. *’ 1 — fin. — fin. *) ( 1 fin. x ) 

fin. * — 1 + ^ 1 — fin. x x fin. x — i — fin. * ) ( 1 -+■ fin. *) 


V 1 — fin. x •+■ V 1 •+■ fin - x . j , a , „ 

_- , on voit que dans le cas de *-=90 , ou de fin. *=ti ; 


V x -t- fin. x — V 


- fin. . 


il devient = 1. Par ces transformations, nous avons réduit la fraélion propofée 
à fa plus fimple exprtifton , en divifant le numérateur 6c le dénominateur par un 


fafteur commun \/ 1 — fin. x, qui devenant o dans l’hypothèfe de fin. x = o , 
faifoit que dans cette hypothèfe la fraâion fe préfentoit fous la forme de De 

même la fraction 1 t * ——1 — — , devient £ lorfqu’on fait x = a. Mais en 

a’ — a x — ux +1» 1 0 ‘ 

la réduifant à fes moindres termes , en divjfant le numérateur 6c le dénominateur 
Partit I. Z 
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par le fafteur commun a — x, on trouve — ~ - , qui dans le cas de 

x =s a a , a pour valeur — 6 . Il n’eft pas toujours facile de découvrir ce fafteur 
commun ; mai» la méthode des limites nous donnera les moyens de réfoudre gé- 
néralement ce problème : étant donné une fonction qui devient J dans certains 
cas particuliers, trouver quelle eft alors la valeur d* cette fonction ? 

(136). Ces principes pofés, nous pouvons préfenter la théorie des tangentes 
fous une autre forme en admettant toutes les conftruèlions du n°. 19 : c’eft-à- 
dire, qu’ayant décrit la courbe ( fig. Vil ) , on abaiiïera deux ordonnées perpen- 
diculaires MP, NQ ; on tirera une corde MN qu’on prolongera jufqu’à ce qu’elle 
rencontre la ligne des abfciffes, une tangente AIT & une perpendiculaire MO à 
QN. Selon que la courbe eft concave ou convexe vers WÆ, le rapport de MP 
z PT cd plus ou moins grand que celui de MP à PS , qui, à caufe des triangles 
Semblables Al PS , NOM , eft égal au rapport de NO à OM. Mais plus N fera 
proche de M , plus S fera proche de X, & moins ces deux rapports différeront. 
Le rapport de NO à OM pourra approcher de celui de MP à PT aufli près qu’on 
voudra, fans cependant coïncider avec lui. Ce fécond rapport eft donc la limite 
du premier: & comme le rapport de NO à O W eft le rapport entre les différ. nces 
des deux co-ordonnées MP, y, AP, x ; il eft clair que pour trouvet le rapport 
entre l’ordonnée 6t la fous-tangente, il faut chercher, au tnoye de l’équarion de 
la courbe, la limite du rapport entre les différences de l’ordonnée St de l’abrcifTe. 

Je prends pour exemple l’équation y m = C.v qui eft celle de toutes les para- 
boles lorfque l’expofant m eft un nombre pofirif entier ou fractionnaire , St de 
toutes les hyperboles lorfqu’il eft un nombre négatif. On trouve 

my * — * à. y -f- m . m y m — 1 A y 1 -+- Stc. =* C ax, 5 c 


= * (ny™ ' -t-i». - — - y m ~ 1 A y -f- )• 

A y C » 


A x 
A y 

Or plus Ax St Ay diminueront, plus le rapport entre ces différences approchera 
de celui dans lequel il fe changeroit fi l’on faifoit a x — o , a y = o , fans y 

jamais parvenir. Donc dans l’exemple a£fuel^*a pour limite y y ” — 1 ; St la 

fous - tangente de la courbe qui a pour équation y m = C x , eft égale à 

~y m == rnx. 

(137). Si la courbe propofée eft du ftcond ordre, elle a pour équation 
a x' -t- l xy ■+■ cy l -4- Jx-+- ey -4-f = o , 

d’où l’on tire (n\ 107) ~ => — 1 P lc( î uel r3 PP ort 

b x ■ 


a pour limite - 
donc PT =3 — — 


s Mais ce même rapport a aufli pour limite -- : 

1 ax + by-i-d 11 r y 

b x y a- * cy x -+- ry 


3 a x -fb y-f-d 
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De l’expreffion de PT, on tire celle de AT = PT — x & celle de la tan- 
gente At qui eft égale à Ainfi dans cet exemple 

AT = = 

* ûx -J- * y-f- d tx-\-xcy~\-t 

Lorfque la courbe a une afymptote, on trouvera le point h où cette afymptote ren- 
contre l’axe, en faifant je &c y infinis dans l’exprcnson de AT ; & le point E où 
elle rencontre une tangente au point A , en faifant les mêmes fuppofitions dans 
l’expreflion de At. Or lorfque y & x font infinis, la propolée eft réduite à 

t y -, -f. h L a = o ; AT & A t deviennent 

X X 




-& 

» t 




ou 


il faudra mettre pour ^ fa valeur 


b d b % — 4 a c . . , 

— - 4 - — ; on aura de cette maniéré 

2 c a c 

jy ^ * ei — — 4 at) — 4 ac) 

4 a e — b (t ^ ^b' — 4 a è) ZiZie^b' — 41c 

ou , faifant pour Amplifier t= O, f = o , AK w= AE e=^p — — . 

* * a V — a e 

On voit donc aifément que dans le cas de l'ellipfe, où a & cfont pofitifi, l’ex- 
preffion de AE efl imaginaire ; que dans le cas de la parabole, où l’une de ces 
quantités a ou c eft nulle , les exprefüons de AK &t AE font infinies ; donc entre 
les Hélions coniques , la feule hyperbole a deux afÿmptotes , qu’on conftruira en 
tirant du centre deux lignes qui coupent la tangente au point A , de manière que 

de part & d'autre de ce point on ait AE =» — ~ d Ce réfultat eft bien con- 

î V — a e 

forme à ce que nous avons démontré d’une autre manière (n°. 31 ). 

( 138 Nous avons expofé dans le n°. 19 la manière de tirer de l’exprefïion 
de la fous-tangente , celles de la fous-normale , de la normale & de la tangente. 
Mais pour achever de calculer tout le triangle reûangle TPM , nous remarque- 
rons qu’il donne encore ces deux proportions, TP : PM :: 1 : tang. PTM , 
Pi\t : PT :: 1 : tang. PMT ; donc tang. PTM & tang. P MT ont pour valeurs 

les limites de ~ x il de La première eft nulle, lorfque la tangente.au 

point M eft parallèle à la ligne des abfcifTes; c’eft la limite de qui eft nulle, 

lorfque cette même tangente eft parallèle aux ordonnées. Pour les courbes du 
fécond ordre , on trouvera le peint où la tangente eft parallèle À la ligne des 


■ 
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abfciftes , en faifant 1 u x é_y -)- = o , 5 < le point oit la tangente eft parallèle 
aux ordonnées , en faifant b x -f- i cy +<=o; équations qu’on combinera 
avec a x l -f- b xy -+- ex'- -f- dx -+- cy -+-/= o , pour avoir dans l’un St 
l’autre cas les valeurs de,y St x. En faifant , pour abréger, b,t,f nuis, on tire de 
(/ ** d* 

la première x — , 5 c par conféquent y 1 = ■ t , qui n’eft pofitif que 

lorfque a 5 c c font l’un 5 t l’autre pofitifs , ou l’un 8t l’autre négatifs. Dans 
l’hyperbole, l’un étant pofitif, l’autre eft négatif; dans la parabole, l’un ou 
l’autre eft nul; donc l’ellipfe feule a deux tangentes parallèles à la ligue des abfciftes, 
ce font celles qui partent par les extrémités du fécond axe. On tire de la fécondé 
équation y = o, St on a par conféquent a .r 1 -J- d x = o , d’où x a o , 5 * 

x x= — ~. Donc l’ellipfe St les hyperboles oppofées ont les deux tangentes, 

qui partent par les extrémités du grand axe, parallèles aux ordonnées. La parabole 
a aufti une tangente parallèle aux ordonnées , c’eft celle qui parte par fon Commet. 

Si les ordonnées MP, A ’Q étoient à un diamètre quelconque, à caufe des 
parallèles MP, A T Q, on n’en auroit pas moins iyiuuy: PS ; St PT égal à 
y multiplié par la limite du rapport„rntre les différences A .v , a y. On trouveroit 
aurti TP : PM :: fin. TMP : fin. T ; d’où l’on concluroit que la limite de 

A y 

~ eft nulle lorfque la tangente eft parallèle à la ligne des abfciftes , 6 t que c’eft 
la limite de ~ * qui eft nulle lorfque la tangente eft parallèle aux ordonnées. On 

généralifera donc la propofition précédente , St on dira : dans l’ellipfe toute 
tangente à l’extrémité d’un diamètre conjugué eft parallèle à l’autre diamètre qui 
eft la ligne des abfciftes ; dans l’elliplè 5c les hyperboles oppofées , les tangentes 
aux deux points où un diamètre rencontre la courbe font parallèles aux ordonnées 
à ce diamètre ; dans la parabole, la tangente au point où un diamètre rencontre 
la courbe eft parallèle aux ordonnées à ce diamètre. 

( 139). Nous propoferons d’autres exemples tirés de courbes d’ordres fupé- 
rieurs; St d’abord nous difeuterons celle qui a pour équation 
a (y — b Y — x ( x — a )'■ = o. On en tire l’équation aux différences 
z a (y — b) U y — ( j x — a) (x — a) A.V-+-4 Aj-» — (3* — la) A* 1 — A.ri = Oi 
• u)tu+ A .v 1 

* Ax 2 a (y — 6 ) -j- a A y 9 

lequel rapport a pour limite ^ —T ) 

Dans la difcuftïon d’une courbe , il faut en examiner tous les points ; au point où 
x = * , St où par conféquent^ = b , la limite que nous venons de trouver le 
préfente fous la forme de f ; en conclurons - nous que dans ce cas la méthode 
ne refont pas le problème ? Mais au point où x = a St où y mra b , 
l’équation aux différences fe réduit à a A y a — a a ** — A xi = o , d’où 

- l’on 
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l’on tire — p = i 4- ^ , & pour la limite du rapport ~ , + i. Donc au 

point dont il s’aeit , la limite eft donnée par une équation du fécond degré dont 
les deux racines font égales &t de lignes différens , ce qu’on ne peut conftruire 
qu’en imaginant qu’il paffe par ce point M ( fig. XXXI ) deux branches qui fe 
coupent de manière qu’en menant deux tangentes AIT, Mt 5 c une ordonnée MP , 
on ait PT = Pt. Donc toutes les fois que pour un point la limite eft donnée par 
une équation du fécond degré, il y pafle deux branches de la courbe, à moins 
que les deux racines de l’équation ne foient imaginaires; (i étant réelles, elles 
font égales 8cde même ligne, les deux branches ne s’y couperont point , elles ne 
feront que s’y toucher. Le point qui eft commun à deux branches d'une même 
courbe s’appelle point double. 

Soit propofée la courbe qui a pour équation y* — a xy l + I a 1 =0 , Sc 

dont l'équation aux différences eft ( 4^ 2 a xy) b y -4- ( 3 bx l a y'- ) 

a x -b ( 6 y- <x) — 1 a y a x Ay -+- 3 b x A x' -+- ^y Ay> — — 

a a.cs y 1 -{-bAx' -+- Ay* = o ; on demande de lui mener une tangente au 
point où x = o Sc y == o ? Il eft clair que ces fuppoiitions réduilent l’équation 
aux différences à celle-ci b A xi — a A x A y 1 aj 4 = o; & fl l’on repréfente 


par ~ la limite du rapport ~ , 


on aura pour la déterminer l'équation du troi- 


fième degré b Ç — ^ 

f 7 = 


— a Ç-~ ^ = O , dont les trois racines y = o , 

\/ y indiquent qu’il paffe par ce point trois branches 


delà courbe , qui s’y coupent de manière que l’une d’elles a fa tangente au point 
en queftion parallèle aux ordonnées. Le point par lequel paffent trois branches 
d’une même courbe s’appelle un point triple. 

( 140 ). Si la courbe dont on demande les affrétions eft de l’ordre n, le rapport 
entre les co-ordonnées fera donné par l’équation a du n°. 107, Si celui entre les 


différences finies par l’équation C, de laquelle on tire en général ^-=3 Mais 

fi pour un point déterminé de cette courbe les valeurs particulières de y 8 e x 
rendent nuis en même temps A &c B , lçs deux termes A a x -b B A y n’entre- 


ront plus dans l’équation C, 6c la limite du rapport — ne pourra être tirée que de 
l’équation C J •+■ -D J <+• E = o ; cette limite ne pourra être tirée 
que de l’équation du troifième degré 1 ) 


■+• 1 = 0 , fi les marnes fuppoiitions font difparoître en outre C , D, E ; & aihfi 
de fuite. Le degré de 'a multiplicité du point fera le même que le degré de l’équa- 
tion qui renferme la limite : or l’équation entre les co-ordonnées étant du degre n , 
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celle entre les différences tft du même degré ; s’enfuit-il que la courbe du degré n 
puilTe avoir des points d’une multiplicité égaie à n? Si cela étoit, on tircroit alors 
la limite du rapport entre les différences , de l’équation 

* (■?)" +b (t)" ,+e C fT î+ + ? =a °» 

où les co-efliciens a, b, .... g font conitans indépendamment d’aucune fuppo- 
fition faite fur les co-ordortnées. Mais cette équation pouvant toujours le décom- 
pofer en un nombre n d’équations du premier degré, indique que le point en 
queflion n’appartient point à la courbe, mais au fyflême d’un nombre n de lignes 
droites qui fe coupent en ce potnt. Donc la courbe du degré n ne peut avoir de 
point d’une multiplicité fupérieure à n — i ; les courbes du fécond degré ne peu- 
vent avoir dépeints multiples; celles du troiiïème degré ne peuvent avoir que 
des points doubles; celles du quatrième degré que des points doubles & des points 
triples , Sic. 

(141). Une courbe d’un degré quelconque étant propofée, on demande d’en 
déterminer les points multiples ? Soit toujours « l’équation de la courbe , & C 
l’équation qui renferme le rapport entre les différences des co- ordonnées ; on fera 
ji =0, B = o, & on aura autant de points multiples qu’on trouvera de valeurs 
différentes dey, qui avec les valeurs de x correfpondantes, fa'isferont à l’équation 
a ; on comprend dans ces valeurs différentes dey, celles qui étant égales diffèrent 
par le ligne, Si celles qui étant égales Si de même ligne, répondent à des abfciffcs 
différentes. Mais ne conlidérons qu’un feul point , en ne fuppofant qu’une valeur 
à x 5c une à y ; fl ces valeurs tirées des équations A = o , i^O,tie fatisfont 
qu’à «,1e point fera double ; il fera triple fi elles rendent nuis auffi les co-efficiens 
C, D, E ; quadruple fi ces valeurs fatisfont à l’équation « Si rendent nuis les 
co-efficiens C, Z), E, F, G, H, 1; & ainfi de fuite. 

Pour trouver les points multiples de la courbe qui a pour équation 

a (y — b ) l x ( .r — a )* = o, on fera dans l’équation aux différences 

y — b= o , (j x — a) (x — <r ) = o ; Si comme les feules valeurs y = A , x = a 
fatisfont à la propofée, la courbe n’a qu’un point multiple Sc ce point eft doub'e. 
On s’y prendra de la même manière pour trouver les points multiples de la courbe 
qui a pour équation y 4 — a x y» -t- bx'~ o. On fera dans l’équation aux diffé- 
rences 4yt — î a xy~ o , 3 b x x — ay'-= o ; S: comme x = o , y = o font 
les feules valeurs qui fatisfaffent à la propofée , Si qu’en même temps ces valeurs 
font difparoîrre les termes de l’équation aux différences affeeleés de a x 1 , a x a y, 
a y 1 , il s’enfuit que la courbe n’a qu’un point multiple à l’origine des co-ordon- 
nées Si que ce point cil triple. 

On propofe encore.de trouver les points multiples de la courbe qui a pour 
équation Ayi — x y — ix'zzz o? On formera l’équation aux différences 

( 3 h y* — x> ) Ay — ( 3 x*y -+- 3 i x* ) A x -+■ 3 hy A y'- — 3** 4 i Ay 

( 3 x y ■+■ 3 1 * ) Aar l - 1 -A Ay» — (y-f-r) 4*1, — 3 ar A ar 1 Ay -- Ay A = o ; 

on fera enfuite 3 hy'- — - x * = o, 3 ar* (y -t— i ) =0 , & prenant les valeurs 
x= 30 , y=e= 0, qui feules fatisfont à la propofée, on trouvera que l’équation aux 
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différences eft réduite à h a y 1 — i a xi — A y a x’> = o , d’où l’on tire pour 


l’équation qui renferme la limite ( ^ f = 4 -» fi' 1 ' n ' a fi u ' ulle ^ eu ^ e racine 

VT 

réelle IL =y/ A i n fl il ne parte effectivement qu’une feule branche de la courbe 

par l’origine des co-ordonnées ; Si la proportion énoncée ci-deffus le fera plus 
exactement en difant que le degré de la multiplicité d’un point eft égal au nombre 
des racines réelles de l’équation qui renferme la limite. 


(141). Les exemples précédens font tirés de courbes algébriques, ou de courbes 
dont l’équation entre les co-ordonnées eft algébrique. Si ces équations font d’un 
autre genre telles que celles-ci:^ == log. ar , on entend le logarithme de 
y = lin. x ,y = cos. x ,y=zA fin. ar,_y = A tang. x, Sic. en délignant par 
A fin. x, A tang. x, &ic. l’arc qui a pour fimus ar, l’arc qui a pour tangente a, &cc. 
tout fe réduira encore à en tirer la limite du rapport entre les différences a y , a x. 

La courbe qui a pour équation y = log. x a été nommée logarithmique par les 
géomètres. Sa propriété principale eft que les a b Ici (Te s AP, A P', Si c. (fig. XX XII) 
étant en progreflion arithmétique, les ordonnées PM, P'M' , Src. font en'pro- 
grefiion géométrique ; c’eft-à dire, que chaque ordonnée a pour logarithme l’abf- 
cifle correfpondante. D’après cette définition , fi nous nemmom y', y , y’", Sic. 
les ordonnées qui répondent aux abfciffes x, x + 4 r, x -t— 1 A x , Sic. on 

aura -ff- y \ y :y : y" : tcc. Si y y : y‘ : y' : Sic. : : y :y' : Sic. En 

général , loient y 5 c { deux ordonnées de cette courbe ,x Si u les ablciflës corref- 
pondantes,y Si ( ce que deviennent les ordonnées lorfque les abfciffes deviens 
nent * -+- p Si u -4- p ; on aura y' — y: ( — { : : y : 1; c’eft-à-diie , que quelle 
que foit la différence de l’abfciffe , pourvu qu’on regarde cette différence comme 
une quantité confiante , la raifon entre les différences de deux ordonnées fera 

celle de ces ordonnées mêmes. On tire delà que — : ^ ^ : : y : Ces rapports 

— confervant entr’eux la même raifon invariable , cette raifon doit être 

A x A x 


celle de leurs limites ; Si on doit avoir y à { dans le même rapport que la limite 

de à la limite de Vl. Ainfi dans toute logarithmique les fous - tangentes font 

égales entr’elles ; & la limite du rapport entre les différences de l’ordonnée Si de 
l’abfcifl'e , eft proportionnelle à l’ordonnée. 

Donc le rapport entre deux variables y Si x étant donné par l’équation 


x = log. y, on a -t =y , en prenant la fous-tangente de la logarithmique pour 

l’unité. Dans les tables de logarithmes les plus ordinaires , la fous - tangente eft 
égale à 0,45419448. On a aufii calculé des tables d’après la fippofition de la 
fous-tangente prife pour l’unité , 8c on a donné aux logarithmes qu’elles renferment 
le nom de logarithmes hyperboliques pour des raifons que nous dirons dans un 
moment. Quoi qu’il en foit , ce ligne log. mis devant une quantité, indiquera 
toujours dans la fuite le logarithme hyperbolique de cette quantité. 
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0:1 a donné le nom d'exponentielles aux quantités élevées à une p . il Tance dont 
l’cvpolant eft variable; telles font a *,y* ; Sc celles-ci a*’ , y'“ , Stc. qu’on ap- 
pelle quantités exponentielles dli fécond degré , parce que les expolans font eux- 
înîmes des exponentielles du premier degé; comme on appelle exponentielles du 

degré «, celles dont les expolans font des exponentielles du degré n i. On 

demande de trouver la limite du rapport entre les différences des variables^- St x , 
le rapport entre ces quantités étant donné par l’equation /y = a" ? On transfor- 
mera cette équation en celle-ci log. y — x log. a , d’où l’on tire 

J = y log. a = a" log. a. 

(145). Plus le point N {fig. Vil ) approchera du point M , plus ces deux rap- 
ports , celui de la corde MN à MO , &c celui de l’arc M N à la même ligne MO , 
approcheront de l’égalité ; en forte qu’ils feront égaux lorfque la différence de 
l’abfciffe fera nulle. Mais le rapport de la corde MN à MO a pour limite le rapport 
de MT à TP, qui , à caufe des triangles femblables MFP, RMP , efl égal à celui 
de la normale MR à MP ; de plus l’atc AJ N efl la différence de l’arc AM ; donc 
le rapport de MT à TP , ou celui de AI R à MP , eft la limite du rapport entre 
les différences de l’arc AAI &c de l’abfciffe AP. Il n’eft pas moins évident que le 
rapport de AIT à AI P , ou celui de AIR à RP , eft la limite du rapport entre les 
différences de l’arc AM Sc de l’ordonnée P Al. 


Donc , à caufe de PT = y f , RP = TJ fi l’on nomme — St J- les limites 
1 P Pi 

des rapports entre les différences de l’arc St de l’abfciffe , de l’arc &t de l’ordonnée , 

on aura AIT = — , AIR = 2 _f. Mais le rapport de la corde AIN à AlO , ou 

IP 


y/ 1 H- ^7 a auflï pour limite y/ r -j- 1, ; donc 


*JT d = MR = -i- ; donc r = y/> + q -. 

TP MP. p f v r * 

( 144). Soit AAI un arc de cercle oui a le point R pour centre, MR pour 
rayon, MP pour (inus , RP pour connus, lequel a la même différence que 
i’abfciflé , cette différence étant prife négativement ; il fuit de ce que nous 
venons de démontrer, i°. que le rapport du rayon au finus d’un arc, eft la 
limite du rapport entre les différences de l’arc St de l’abfciffe ; x°. que ce 
même rapport , du rayon au finus , pris négativement , eft la limite du rapport 
entre les différences de l’arc &t du cofinus; 3 0 . que le rapport du rayon au cofmus 
d’un arc , eft la limite du rapport entre les différences de l’arc 6c du finus. 

Donc le rayon étant a, fi l’on nomme m l’arc de cercle AAI , on aura 

y = fin. m, x = a. cos. m ; puis — — —(égal à la limite du rapport entre 


les différences de l’arc 6c du cofinus ) = — a , 

lin. m 


— ( égal à la limite du 
f 

rapport 


1 
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rapport entre les différences de l’arc St du fi nis ) = En mettant dans 

cos. m 

ces deux formules pour fin. m & cos. m leurs valeurs, y 7 1 ax — x 1 , y 1 A — y 1 , 
on en tire lorfque la courbe eft un arc de cercle 
s as a 

f \ xax — x 1 * 1 V a*— y' 

(Mï). Les courbes dont la nature ne peut être exprimée par une équation 
algébrique entre les co-ordonnées , ou ne peut êt r e exprimée que par une équation 
algébrique entre ces co-ordonnées St les limites des rapports entre leurs différences, 
s’appellent courlis tranfcendunus, Telle eft la logarithmique qui a pour équation 
x = log. y ou q ■= p y ; telle eft la cycloidc que ! on décrit de la manière 
fuivante. 

On imagine que le demi-cercle CFE [fig. XXXIII) , dont le diamète EC 
eft perpendiculaire fur EA, rouie fur cette droite E.4 jufqu’à ce que le point C 
fou parvenu e:i A ; ce point C décrira dans ce mouvement une portion de courbe 
CB A que l’on appelle demi-cycloïde. On peut concevoir que le point C décrit 
itnifo- moment un a'C de la demi-circonférence CFE , tandis que le point E par- 
court une portion de la droite E / 1 : or nommant l’arc CF, r , St l’ordonnée F B , 
parallèle A EA , u , fi pour exprimer le rapport de ces deux mouvemens uni- 
formes , on écrit f : u : : h : i , on aura t > h , St la cycloïde accourcie , lorfque 
A !> / ; c < u , 6c la cycloïde alongée , lorfque h < i; lorfque h= i , la cycloïde 
eft fimple. On propofe de mener une tangente à un point quelconque de la 
cycloïde \ St plus généralement, de mener une tangente à un point quelconque 
d’une courbe dont une des co-ordonnées eft l’arc d’une autre coujbe. 


( 146). Soit (Jig. XXX IF) une courbe AM A laquelle on fait mener les 
tangentes il/ 8, St une autre courbe AS dont la nature eft donnée par une équa- 
tion entre un arc A M St une droi f e fl JS ; on demande de mener une tangente 
au p .int S de cette autre courbe ? Ayant tiré F’ JM’ N' parallèle à PAIN St la 
corde N' N S qui rencontre la tangente JM 8 en ur\j>oint S , je mène Nn parallèle 
à JM t , St les triangles fcmblabies N’rtN, A' f /9 donnent cette proportion 
N'n : nN :: NM : JÙS ; d’où il fuit que fi Ni \ft la tangente qu’il s’agit de 


mener, on doit avoir 


MT 

MN 


n N 

à la limite du rapport — Nommons AP , x , 


AijY • • jyn 

PM , y , MN , u , l'arc AM, c , St confervant à p , q , s les mêmes lignifications 
que ci-dc-ffus, défignons par — la limite du rapport ou ^ ; nous aurons 


= = U & , à caufe de Mt : M» : : PP' :P i , Mt = Nn = 

î ? 

J— a x. Donc ~ Ç =3 — , ^ a pour limite ; St par conféquent 


MT — — , formule abfolument analogue à celle que nous avons trouvée lorfque 

les co-ordonnées étoient reflilignes. 

Partie I. B b 
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Ainfi dans la cycloïde oùc=-y B &T = T’ on a MT = = (. Mais 

fi h = i , ou fi la cycloïde eft (impie, NM. — MT ; le triangle N MT eft ifocèle 
& l’angle T MP eft double de l’angle TNP : or fi l’on tire la corde 4 M, les deux 
angles PMA Si A. MT étant égaux par la propriété du cercle, font chacun moitié 
de l’angle T MP , Sx par conféquent égaux chacun à l’angle TNP ; donc dans le 
cas de la cycloïde (impie , la tangente NT eft parallèle à la corde MA. 

Si la nature de la courbe étoit donnée par une équation entre l’arc ÀM Sx la 

droite PN ; en nommant PN , u , on auroit PT — u -■ . Mais puifque par l’hy- 
pothèfe les lignes Affl fk 7 ’ fl font données , nommons-les d Sx c, Sx nous aurons 


Z=*-\ 


y p 


„ . eus 

, d ou p = -j ; partant P T = -j — . 


( 147 ). Au lieu des co- ordonnées perpendiculaires A P, x , PM, y 
( fig. Fil ) , s’il étoit plus expédient d'en introduire deux autres , une ligne UM r 
tirée à un des points de la courbe d’un point fixe U pris dans le mètre plan , Sx 
l’angle AUM qu’elle fiait avec une autre ligne si B donnée de pofition, on s’y 
prendroit de la manière fuivante. On nommer oit U si , H, LM, £ , l’angle 
AUM , C , l’arc AM , ç , les limites des rapports 


A y q A ç s A { 2 A* B 

A x 9 p 9 Ax 9 p 9 Ax 9 p 9 Ax 9 p * 

■fit , à caufe du triangle reüangle MPU , on auroit 

y = [ fin. C, x = H — ^ cos. C, a y = S{lin.C + { sfin.C+ir 4 fin. C T 
A X = A Ç COS. C { 4 COS. C A J A cos. C , d’oit 

ç = Z fin. C -4- ^ Zf cos. C , p = — Z cos. C ç B fin. C , 

Sx s = y/ P ' =V / Z»-H{ > B*. 

On a tang. PTM = y : mjple rayon étant i , tarig. PTM == cus ptm : ( * onc 


fin. PTM = -y , cos. PTM — y-. On mettra 


dans ces exprcflîons & dans 


celles de PT = ^ » PR = y » Af 7 = y , MR = y , pour y, p , <j , s 

leurs valeurs , Sx par ces fubftitutions ces formules feront changées en d’autres qui 
ne renfermeront que les nouvelles co-ordonnées Sx la limite du rapport entre 
leurs différences. 

Nous donnerons dans la fuite à toutes les droites telles que UM le nom de 
rayon vtclcur. Si la courbe AM coupe ces rayons véÛeurs en faifant avec eux tous 
un même angle, on aura fin. TMU confiant. Or T MU = TMP -+- PMU St 
fin. TMU = fin. TMP cos. PMU -t- tos. TMP fin. PMU ; de plus 
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fin. TMP=i cos. PTM=s y , cos. TAfP = fin. PTM= ; donc 

•fin. TMU = —■ fin. C - 4 - ~ cos. C ; St comme ce finus doit être une quantité 
confiante , on âura p fin. £ -f- q cos. C = « s. On transformera cette équation 


en celle-ci { B = a\ t /‘-(-{‘ü* , de laquelle on tire , en faifant pour abré- 

* _ cZ . p — cos. ff-t- c fin. f 

ger ~ ~ _r = e , B =3 — . Mais ■ . ■ — — - ■ v » 

0 y, ’ j y lin. k -+- c cos. • 

donc UT = PT -f- UP — r - — : — ; ; nous reviendrons à cette courbe 

un. » -t- c cos. » ’ 

dans un autre article. 

( 148 ). Soit une ligne courbe AM {fi g. XXXV') à laquelle on fait mener une 
tangente M 8 , St une autre courbe BN, telle qu’ayant tiré CNM , la relation 
de CM à CN , ou de CN à la portion de courbe AM, foit exprimée par telle 
équation qu’on voudra; on propofe de mener d’un point A' la tangente NT ? 

Je tire CB qui fait avec CM un angle quelconque C; je nomme Mfy, <B, Ci, e , 
CM, u, CN, 1 , l’arc AM, ç, l’arc B N , r, les limites des rapports 

.Tx’ 7 ’ Tk’ 7 ’ Àï’ 7 » Tm» 7 ’ Âï’ 7. Cela pofé, fin. C : fin. # : : i/: * ; 

, , r , riin. C 4-b5cos.C , u s r . r . _ 

de plus fin. 6 = - ; donc fin. £ = r fin. £ -4- u B cos. C. , 

On a en outre Ci = CP-\- Pi, ou t — u cos. £ — r cos _ S — “ * **"' ' u fi n ç 

s= u cos. C — ( rcos. C uB (in. C). Après avoir multiplié cette équation 

— ‘ s = r cos. £ — u B fin. C par fin. C , on l’ôtera de celle-ci 

u -j (in. £ = r fin. f u B cos. C multipliée par cos. C , & on aura ‘-j fin. £ = u B. 

CT 

On démontrera de la même manière que -j-ÿ t fin. C = { B ; & , à caufe de 


TN-. 


{ t fin. S 


Z fin. Z -t- i fi cos. S y on en hrera 

t’ B 't*' 


CT = 


Z fia. »-+- cos. î du Z-*-t[S cos. C * 
en mettant pour B fa valeur fin. C. Si CT doit être perpendiculaire fur CN, 

e 9 0% cos. C = o & CTaca 
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Secondement, en menant pour h la valeur i~ fin. C dans l’équat ion 

fin. C = r fin. C-+- u B cos. C , en en tire s = - ^ ^ ; laquelle valeur 

étant fubftituée dans l’exprefiion de CT trouvée plus haut, la change en celle-ci 

CT = —j—: — -n , qui devient CT = — — , lorfnue C -= 90 0 . 

(149). Si on vouloit que AM fût une ligne droite , &t que d’un point fixe < 7 , pris 
h jis de cette ligne, on tiàt d’autres droites CSM telles que la part ieal/.V fût toujours 
é^aîe à la même quantité donnée a , la courbe qui patferoit par tous les points N 
fetoit la conchotJc de Nicomède. Eue a pour al'ymptote la droite M 4 , car il c-ft 
clair qu’elle en approchera fans celle fans pouvoir l’atteindre : on tire de fon 

équation a — £ = a , r =. Z , laquelle valeur étant fubftituée dans CT = > 'l 

vient CT = -t- qu’on conftruira de la manière fuivante. On mènera par le point 

S une parallèle à M 9 qui rencontrera C 8 en un point E, on tirera ME & 
enfuite A’ /«parallèle à ME ; A 7 T fera tangente au point S. En effet, 

CM : CS : : Cü : CE = ^ St CA/: CV ; : CE: CT = ^-\ 

Si on conçoit que l’extrémité .V du rayon C.-f (y?g. XXXVI ), mobile autour 
du centre C, décrive uniformément la circonférence ABE 4 , tandis qu’un point 
mobile parcourt auffi d’un mouvement uniforme le rayon CA allant de C vers A ; 
ce point mobile décrira , par la comp^ fition de ces deux mouvçmens, une courbe 
CD SA à laquelle Archimède a donné le nom de fpirale. Je fuppofe que le rayon 
CA étant en CM, le point mobile fiait en A 7 ; on aura, en nommant a le rayon 
CA , lira la circonférence entière A BEA , CS , { , l’arc ABM , a on aura, 
dis-je , cette proportion « : { : : 1 ir a : c ; d’où l’on tire c = ij;, c’efl l’équa- 
tion de la fpirale d’Archimède. Dans cet exemple A MK ( fig. XXXV) eft un 
arc de cercle qui a fon centre en C ; Sc fi C = 90° , M 6 eil égal 6 1 parallèle à 

CD, CM=a, CT — Mais on tire de l'équation de la courbe 

-i- — z ir ; donc CT == — = ~ , qu’on conftruira de la manière fuivante. 

Du centre C {fig- XXXVI ; Sc du rayon CS , on décrira l’arc de cercle N ta; 
puis on prendra CT=Sea, 5 c l’on tirera ST qui fera tangente au point S ; 
car les feÛeurs fcmblables CSea , CME A donnent 

CM: LS : : MEa : S ta = CT — 

ét 

( 1 50 ). Si on veut avoir Ct , t étant le point où la tangente rencontre le 
diamètre A E, il fuffira de mettre pour - B, fin. C , cos. C, -y , leurs valeurs 

» «» 
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— fin. f — cos. t •» , ... ^-r — LLÎ s , après y avoir changé- 


fin. ( > t ' allS CT du Z cos. J 


le ligne de s , à caufe que lin. £ entre dans la valeur de B , Sc on aura 
. On trouveroit le mime réfultat en faifant ulage des 


“S 

Ci = 


— *1 


a Z fin. ç -* - {s cos. r 


t‘ « 


formules du n°. 147, defquelles on tire CT = ; Pcos. 

, s —lin. f — cos. r 

tituant à B, fin. £, cos. £, leurs valeurs — > — - — » — - — > 

— «r* » — * T a I 


■„ ; car en y fubf- 

O 

on auroit 


! = — , en y fai- 

j cos. s a fin. t H- < cos. s ’ / 


ÇT= - — 

« Z fin. t -4- { * cos. r a fin. i + J»i 

fant les fubftitutions tirées de l’équation de la courbe. 

La quadratrice de Dinoftrate réfulte aulU de mouvemens uniformes. Soit un 
quart de cercle ( fi g. XXX y II ) AMU dont le centre ell C ; fi Y on conçoit que 
le rayon CA fe meuve uniformément autour du centre C julqu a ce qu il arrive 
en CB , 6c que pendant ce temps -là une perpendiculaire PS au rayon CA , 
allant de A vers C , parcoure aufli uniformément le rayon AC ; l’interfeâion N 
du rayon C'A , qui devient CM , 6c de la perpendiculaire PA’, fera à une courbe 
A S' H qui efi la quadratrice dont il s’agit. De la conftruûion de cette courbe on 
tire cette proportion AM B : AM :: AC : AP ; c’ell pourquoi fi l’on nomme 

le rayon CA , a , CA’ , j, l’angle ACM , C , on aura AMB z= —, AM=*aC t 

. 1 a î 

AP — a — 1 cos. £ , & pour équation de la courbe , a — £ cos. £ = . 

Donc 1 B fin. £ — Z cos. £ == ; 6c fi l’on en tire y pour fubftituer fa valeur 

dans C T = 


- , A-. , on aura CT « ■ Donc 

Z lin. o -+• 1 li cos. « 5 Lffin * 


‘fin. S cos. î 


PT = 


; 6 c , à caufe de TP : PN :: TC : Ct, Ci — %a 


Au point H, CH= Ct; donc CH = , ce qui détermine le point où la 

quadratrice rencontre le rayon CB. 

(,çi). Soient deux droites AE , AU (fis. XXX PI II) données de pofition ; 
fur AB comme diamètre, je décris une clemi-circonference ADB 6c par le 
centre C , je tire OCE perpendiculaire à AU ; puis je mène des droites te es 
que AM fur lefquelles on prendra iW — AM, 6c les points A appartiendront 
à une courbe connue fous le nom de ciffoide de Diodes. Ayant abailic des points 
A’ 6c M des perpendiculaires A 'P, M<± fur AU, on remarquera que K A étant 
Parti, I. Ce 
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= RM, on doit avoir QC c=. PC , BQ = AP : mais AP : PS:: AQ: QM:: 
QM : Il Q ; donc AP : PS : : QM : AP ; d’ailleurs QM = AQ . BQ = AP . 

(AB AP ) ; donc — __ AB — AF. C’eft pourquoi fi je nomme 

i'N 

AB, i a , AP, x, PS , y, j’aurai l’équation y 1 = — — On en tire l’équa- 

tisn aux différences 


(4<r — Ix) y Ay ~ (y* -4- 5x‘)4x+(l4-x) A y * — 

3 x A a: 1 — A x A y 1 4i'=>o, 

St généralement IL = * .Lr ; pmii\\PT=:*-lï^-,AT= _il_ , qui 

deviennent l’une &c l’autre= -IL, lorfque *■ = a. Ayant prolongé la tangent* 
jufqu'à ce qu’elle rencontre v 4 £;pour trouverai, on nommera l’angle EAB,m ; 
Sc a caufe de^/ 7 '= i8o° — m — ATt , 6c de fin. A Tt = — , cos. APï~ — , on 


aura fin. At T — 1 cm - _ m , g* par conféquent Atz= — 1 —. 7 , - 

t 1 P »in. m -h q cos. m 

St AE étoit perpendiculaire fur AM , dans le cas particulier de x = a Sc de 

= 45 0 , on auroit A i = a — ^ — — d-E- 
. î 3 

(151). Avant de pafTer a d autres applications de la méthode des limites il ne 
fera pas inutile de nous la rendre plus familière par quelques exemples. Prenons 


les variables u, x, y, & défignons par f- , 3 - , _L les limites des rapports 

n n n 1 r 

» zi » îl ’ ou par 7 » 7 * 7 le * limites des r *PP orts H ’ » 

ou 6cc. On demande l’équation qui renferme le rapport entre les limites , lorfque 
l’équation entre les variables eft t=uy ? On en tire A 1 = u - - -y- y -f- a y ; 


partant rc=uq-\-y n. Si on eût propofé 1 = Z ,d’o'uui=y,^=zur-\--n. 


on auroit trouvé r = - y Au moyen de la première des deux formules, nous 

démontrerons que fi { = ay m , m étant un nombre entier pofitif & a une 
conltante quelconque , on doit avoir r = a m y-— ? . En effet, en faifant dans 
la formule dont il s agit u x ay , d’où n = aq , on en tire r= 1 ayq, lorfque 

î a y' % Lorfque £ =* *y'< , on fera « = a y 1 , d’où n x 1 a y q , 6 c on aura 

T 3 a y 1 ?• Lorfque { = a y* on fera « = <iyi, d’où n = 3 a y 1 4 , & on aura 

r*t4ay» fj &c. ^ ’ 3 J 


1 
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I0 3 


On propofe { = ay ' , h , ! étant l’un & l’autre pofitif ou l’un 6c l’autre négatif? 
Il réfulte de cette équation & par conséquent < — ■ r= a hy k — ■ q ; 

rlrttv» • — . A . .. 1 _ (! — - _ . * __ 

q, àj { — a y , on aura 


donc r= -r- a y 


h —~ — i 


T t A — — 1 

{y —*>y r +—{y ? = o , partant r=s — . -j ay jf 

C’eft pourquoi fi l’on a { = ay" , m étant tel nombre qu’on voudra , on en 
tirera r = amy — ■ q, * 


Soit y = * 4- \/ c 1 -*- * l , on aura .y 1 — ixy~a % , iq — xq— 


i—yp = o, 


Ï+V a* -t- 


: on fera# 


& on aura { = — , r = IL ~ X 1 ; partant r = » _ 

( v ‘■‘-t- ■*’-+-*) Va '-(-** * 

- ** ê a 1 - 4 - a »* _ i x p 

(Va*4-*‘ +*)Va’ + , i aV?+? ? ~ •' 

(153). Nous avons démontré que fi { *= log.j, on doit avoir rc -I : donc 

y 

^ ^ t ■*~f~ '•+*') , on a r= — — ^ . On propofe de trouver la 

Va‘ + ** 

limite du rapport entre les différences, lorfquet = log. ~ fl ? s; 0 n 

^‘ + *‘+ a 

Vt'+x'—A . 

llf y , on feroit V al -+■ #* -f-a = K,d’où 

Va’-t 

V S+X— , 


avoit y = x '~“ 

Vs‘ +J 

• a=zu — x a, y — u ~ ** 

donc q = 


; mais — =. 


S a 


2 a x p 

VT 1 "-*- *•( + CeIa P° fé ’ à Ciufe de î = l0 S-^* 

2 a x p 


Va’-t- x 1 


on a r = — 

' +’ 1 (v*' + j'+a)(v a * x \ 

On démontrera de la même manière que fi { = log. a ~' / a *~ 

. î a» 

avoir v c= — — r 

xyja'-x\ 


a +Vi' 


— , on doit 
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Soit { = (log. x ! ) m ; on fera log. x‘=:y f d’où * log. x=y & q — 

Mais r = my M — ' q ; donc r—im{ log. *■' ) “ — Soit log. log . x ; 

en fera log. * = y , d’où q — : mais de i =« log. y, on tire r = î- ; 

x y 

P 

donc r = — -, 

x log. x 

On tire de { = a” , r = a* p. Soit { = y* } on aura log. i~ x log. y; 
— = p log. y ; partant r=*y* C p log. y 4 - Y 

{ y ^ y * 

(i 54). Le rayon étant 1 , fi y = fin. « , * = cos. u , on a q = n cos. u ; 
p = — n fin. u : mais cos. »h\/i — y 1 , fin. u = y/ 1 — ; donc 

n _ 1 — f — . On propofe £= tang. u ; à caufe de tang. u = 

V 1 — y* V» — *’ 


on en 


tire r= *JL~H — — ^ : mais = 
tire r -, co j. u t 


fin. u* 
cos. u * 


1 — cos. u 11 » 

s , d ou 

cos. u 


’ 1 

cos u '■ = 1 . c l onc n = ' ; . On démontrera de la même manière que 

fi ç = cot. u , on doit avoir r = > & enfuitc « = - _ ~v 

Soit i = fec. a = \/ 1 4-tang.H T ; on fera tang. u =y, d’où n = : 

— , où l’on mettra pour y fa valeur 


mais r = ; donc n = — == 

vfi + y‘ y' * -t-r 

. / ~ i’ on aura „ — — ' — On démontrera de la même manière 

V * * ï V î‘ — 1 

— r 

que fi 1 = cofé. » , on doit avoir n = — =-==r . 

Soit £= fin. v. « = 1 — cos. u; on aura r=n fin. « ; mais cos. k = 1— { » 

d’où fin. « = V 1 l — V i donc n ~ " — ^=i‘ 

v » l — î 

(t 5 5 ). Nous avons fait ufage de i , - P - pour repréfenter les limites des rapports 
. pour défigner les limites des rapports £-2 , entre les différences 

Ai’ A; 

du fécond ordre, nous nous fervirons de f , £ y comme nous nous fer virons' 

de 
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de jî i P our défigner les limites des rapports ^-2 , ; de pour 

déligner les limites des rapports fL2! , , &c. 

9 A x 4 A x 4 

Suppofons d’abord que la différence de x foit confiante , & prenons pour 
exemple j- = x m (n°. 109 ) : on aura 

£JL=amx m — ' -h m ■ m ~— x m — 1 ix+ 6cc. , 
a* a ’ 

• m — 1 . x- — l + m . m — 1 . m — 1 • je"— s Ar 4 -&CC. ; 


—Z = m ■ m — 1 ■ m—\ ••*“*“* -\~m< m 1 ■ m— z • m — 3 . 3*" — 4 A*4-6ce.'J 
— £ m • m — 1 • m — î. • m —• 1 • x m — + -f- 6cc. , 


&c. ; d’où l’on tirera i = m x ” — ' i m • m 1 . * ’ 

f P’ 

C=m- m — i — — -m-z . n,--i.x~~*, &c. 

r * 9 

Mais comment repréfenter les limites des rapports 


A ~ a -V a V A 


A* ’ A x 


A* 

Ai 


JL..&C.? 
A * 


— « ! 
a 


Dans le préfent exemple = m Çm 1 .*»— i m , 

ar— >A*-t-&c.\dont la limite eftm • m— 1 .a—, la même que celle de £-Z ; 

c’eft-à-dire, que dans cet exemple le même rapport!^ repréfente la limite de ^ ,6e 


A ** 


celle de — On a auflî — - 
Ax A x 


. es m • m — 1 Çjn — 1 • x ■ — > m i m 1 

a"—» A x -+- 6 tc.J , dont la limite eft m ■ m — 1 . m — 1 . a ~ — », la même 

que celle de ; c’eft-i-dire, que fi £ repréfente la limite de ïh . elle repré-, 
“ * P A x> ‘ 

A 4 

Tentera auflî celle de — i- ; fi — repréfente la limite de , elle repréfentera 

A t D* A r 


•ufii celle de ; 6c ainfi de fuite. Nous démontrerons bientôt cette propofi- 
tion d’une manière plus générale. 

Parti* I. P 4 
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(156). Nous avons démontré ( n°. 111 ) que y étant l’ordonnée qui répond 
à l’abfciffe * , on a pour l’ordonnée F, qui répond à l’abfcifie x -f- i Sx, 

r = j + r-Aj -J-i'. LZil A 


1 — 1 1 — 2 


1 — 1 1 — a 


. a) -v -h . — i . 

* 3 » 3 


' 1 A< V -1- 8CC. 

4 

Je transforme cette formule en la fuivante 


i X 2 6 X 

= T-*en 

celle-ci 


Sx ’ J'x 

f 7Î + ( 

2 A* 2 4 

1 -f. &c. 



—Var»^ -t*&c.; 


3 * > 

Quelle que foit la valeur de J'x, notre formule fera toujours vraie : mais lorfqué 
A y A*y A* y 

J 1 .v eft nul , les rapports * rjr » yjj , 8cc. fe changent en ceux-ci 

• U 

-y , y , L, Jcc. ; de plus je puis fuppofer que fx 61 h diminuant continuellement,' 
on ait h = 0 en même temps que J'x =0, 6c nommer Aar ce que devient alors — . 
C’eft pourquoi fi dans la dernière expreflion de F, on met y> yr > y, 6cc. pour 

-L , j-p f , , 6cc. 8c a x au lieu de y ; 8c que ces fubftitutions faites , on 

efface les termes qui feront encore multipliés par J'ar, J'x 1 , J'x*, Sec. la formule 
dont il s’agit deviendra 


Y = 


_ „ -K-^T A*H ï : A X • -4- 7 A X* -f- SCC. 

p ^i -3 F’ î- 3 - 4 P' ^ 


4 A* 


« Pour plus de généralité , nommons F ce que devient y lorfque x fc change en 
x + a»; il eft clair que nous aurons 

a ê <i n a n> 

Fc=y-t- 4 Ax+ 4 , A X 1 -4- -^—5 Ax*-+- ° A je 4 -+- 8cc. 

- J P ip - J -*' 3 P 1 1-3.4 p 4 -*-■ 

II n’eft pas moins clair que F — y eft la différence de y, foit que x augmente 

ou qu’il diminue, 6c que la formule précédente eft très-propre à trouver les 

différences des fondions algébriques 8c autres. 

(157). On demande la différence de y = x m ? Je tire de cette équation 

si mx m -~', ‘Lxs.m-m—i -x =m-m-~ 1 • m — i- x m — '.8cc.; 

P- P‘ . 
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m — i m — i m- — a 

dore 4 j=+/»j; " — ‘ Ax-\~m • — j— - x a ~~ A .r* ■+■ m • • — — I 

• . . ' ■ A . " . 

A AT* ■+■ 5 cc. 

- . . . ? » a 

Soit jy = log. x ; on en tirera - = - , y -, -- = 

j Scc. jfubftittiant ces valeurs dans la formule, il viçnt pour la différence 

, ,, A* A* 1 , A*> A* 4 

demandée ± — Jï - » ± j“ïi — ± &c * . > ■ 

De même pour trouver la différence de a* =y , on remarquera que v 

I // itf ^ 

~ = * x log. a , p — a* ( log . d y , *p = ( log. « )» , ^4 = a* ( log. a)- 4- , ètc. ; 

t /i X* 

d’où l’on tire pour la différence demandée -+- A x • a* log. a — * x (log. a j» 

a * ( l°g- *)* ~h ïTJTÏ <* r (log.A) 4 ±&c. 

Le rayon étant pris pour l’unité, on demande la différence de fin. x^yf 
Acaufcde j- = ços. x , jr = — fin. * , ^ = — cos. x, = fin. at, &c. ; 

on a pour la différence demandée ± A x cos. 'x^-'^~ fin. à 1 + ~~ cos. x -f. 

f Ax* , ^ ^ ^ ^ 

a . j . 4 fin. * + &c. On propofe encore de trouver la différence de cos. x=y ? 

ïT 

rr x, r 


A caufe de -j — — fin. * , y a — cos. x, p = lin. a:, = cos. a, Séc. ; 

on a pour la différence demandée 


1 


i r A A* J - -.A* 4 

■+• A x fin. x — cos. * fin. x -+- ^ cos. x &cc. 

( 1 ;8). Il fuit de ce qui précède que nous pouvons étendre à toutes les fonc- 
tions de x la proposition du n°. 106 , îc l’énoncer ainfi : quelle que foit la fonction 
d* a, on pourra toujours repréfenter fa différence par 
~+~ A A x -J- B a a-* -p C A-x* -+- 6tc. , - 
A , B } Scc. étant des fondions de x & de confiantes ; le fgne fupéricur des 
puiffances impaires étant pour le cas de *croiflant, & le fiene inférieur pour le cas 
de x decroiffant. Partons delà pour démontrer plus généralement une autre pro- 
pofition du n*. 155. 

â* — A B A * C A x x -4- 6cc. , fi l’on fait 


A A = A ' A X A* A A! 1 -4- 6cc. A B — B' A X -4- B' A A 1 -f- Scc. 5cc. 
= AiAx-t-Ai ax\ -4>6c«, fccc. , A A iz^(i)4a-j- &c. &c. ; 
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à caufe de « • 

= A' 4- A" a x 4- 6 cc. jp = A i 4 - .-/ 1 a ï + 6 ce. 

4- B ' a x 4- &cc. 4- 6cc. 

jp = A (0 •+* &c. 6 cc. , on aura j — A , ^ = A' , ~ =: A I J 

= A(i), 6 ec. Mais puifque = A , A' eft aufli la limite du rapport 

entre les différences de ~ &c x ; puifque p = A', A i eft aufli la limite du rap- 
port entre les différences de 'ÿ- &C x; puifque 4 z=A i, A (i) eft aufli la limite du 

rapport entre les différences de p & x , 6 cc. ; donc la différence première de jc 

A± 

O » • P J • 

étant confiante , on peut repréfenter par p la limite de -jj ; par p la limitq 


a4 


de —Z— ; par *-j- la limite de — — ■ ; 5 c ainfi de fuite.' 

A x 7 1 p* & X 

(159). Si on ne fuppofe aucune différence confiante , on aura 
A 1 y = A A 1 x 4- 1 B Ax a 1 x 4" 6cc. 4- A' a x 1 4* A" 4 * 14 * 6cc. 4*. 

2> Aa-i 4 -&C. 4 -&C., 6 c — \ — A —=^iBax 4 - 6cc,4- A ' 4 - (A'-i~B) 

’ A*’ Ax 1 Ax 

* ■ 1 pt 

A x 4~ &c. 4 - 6cc. ; d’où l’on tire, lorfque Axt=xo t p—A p =* A , 

, 

Donc à caufe &• A =x — , U — — ^ défigne la limite du rapport entre les 
P P PP 

différences de ^ 5 e x , dans l’hypothèfe qu’aucune différence n eft confiante • 

6c — ? ^1 eft l’expreflion de cette même limite , lorfqu’on fuppofe que c’eft la 
P P 

différence de_y qui eft confiante. 

Soit entre les variables y 6c x l’équatiop x y 4-x l 4-ax4-é^'4“ cc=, o» 
d’où l’on tite a4-tx+j4-(*+A)^=®,6t. faifant varier a uniformé- 
ment , (é 4 - x) 4 - i ( p 4- » ^ = ®. Pour trouver l’équation qu’on 
auroit eue , fi on eût fait varier y uniformément , il faut mettre — ~ 


1 P 
P F 


pour , 6c l’équation — * ( f 0 ^ ° ’ C<1 celle qu’on 

demande. En effet, en' regardant la différence Üejy comiheConflanté, on tire de 

l’équation 


Digitized by Google 


ET DU CALCUL INTÉGRAL.' I 0 > 

l’équation f + * + (< + ir+,y) j- = o , celle-ci 
( —H ï jc -q— jy ) 4- 1 “ Ç ~ — |- i ^ = o ; Se chaflant a au moyen de la 

première, (t-hx) ^7 1 (y)* ( 7-+-») = °, ou 

( b -H x ) jpr — 1 ^ 4- 1 ^ =0. Je pal Te aux différences du troilième ordre; 

( iffo). On trouvera A*jy =1 // a> jc -4- 6ec. -h A' axa 1 * 4- Sec. 4 “ 
i/a*4‘x + 8cc. -f- A 1 4 *i + 6tc. -J- 6ec. , Se = A -H Sec. 

, A'* 

-h 3 A 4- &c. 4- A 1 4- Sec. -+- 6tc. » d’où l’on tire, lorfque ax = o 1 ’ 

1 ; Se mettant -î- , X. — -î- ÉL- pour A. A' , on 

p* p* p p r p p 

uouvera , dans l’hypothèfe qu’aucune différence n’eft conftante , que 

JH — ' 3 jr ^ |t ~ ^ F -t ^ =A 1 déligne la limite du rapport 

entre les différences de — -ï-f-^&c * ; comme — — 3 — ( -A- V 

celle du rapport entre les différences de — » — A 6e x, lorfque c’eft la différence 

P P 

de .y qui ell conftante. 

De l’équation ( 4 -+-x) ^ 4- a ^ i 4 - 1 ^ = O , on tire 
(4 4- x) L 4- j ij = o, en continuant de faire variur x uniformément; 6 ci 

chaflant 4 , î ^ — 4 -i^V ”* J Ç p = O. Pour trouver ce tpi’ on auroit 
eu li on eût fait varier y uniformément , il faut mettre dans cette équation 
■— — nr 4- 3 ^-( — 'V pour î- 6e — .i-A- pour î- ; 6e l'équation 

a ^ 1. 4- 1 ^ j^.t + j^^'-oeil celle qu’on demande. 1 

En effet, l’équation (i + x) î; — i^£-^ 1 ^£-4-i^ =0, donne 
(b+ x)ïj — 3 — ^7 — 6 ( £- V C-î = 0; 6e chaflant 4 , 


ou 


Ptftii I. 


Ee 


Digitized by Google 


tlô Du CALCUL DIFFÉRENTIEL 

Ou trouvera a* y = A A?a 4 Scc. 4 - A'ax Sec. 4 3 ^'A * ai * 
3 A' A' ï‘+ Sec. -+- 3 A i A a ! A 1 a- i-fa,+ ] -4 I a a 1 A» a 4 - Scc. 

A x 4 A x 

A** 


. 4 -j- Scc. 4 - 4 — 4 - &c. 

x 4 A x i 


A (i) a a? 4 Scc. 4 - &c. , Se 
, A' 4- £cc. 4-61/1 4- Scc. 4- A (1) - 4 - &c. 4 - Scc. Donc 

^ Ax 4 û* 

■£.= A il' 4- 4 -4' <■ 4- 3 -/Y 4 V 4 (î -4 1 <■ 4- -4 (.) ; & mettant 
t * ~ r* p V p J p 


1 i_ _ ±_ t. L -I? 1 < 1 . . » 4- 3 'Y oowc A,A\Au 

P* P P \ P y 


i‘ 1 p' ?" _ ? />" it. 1' - 

P 7 p- p P p’ p r‘ 

on trouvera , dans l’hypothcle qu'aucune différence n cil confiante 5 rjue 

fl — 6 C. ? 




Y 4 y + ioi.^Y- 

>* V p J PP P 


jr 1 ( P \> JL?— = A 1 délîgne la limite du rapport entre les diffé» 

P V p 7 / P P* 

rences ? * i. ü — î L! |- 3 — Y V ît * ; comme 

re P T P r > 3 p* p 7 3 p V p- J 


? p p 


I f i f Ç_ y — -?- 1— défigne la limite du rapport entre les 
1 P \ P' y PP 4 

différences de ^ 4- 3 -2- Y- y & *, l°r<q»e c’efl J qui varie unifor- 

p p* p \p y 

mément , Sec. 

(161). Nous avons démontré ( n°. 156 ) que 

ainfi , en continuant de faire varier a uniformément , 

=4- a - 2 - • a a 4- '-ai' .Aa^-i- a y . a ai 4 Scc. : 

p P a J r 


mais 


aX = ± 

? A a 4 - -il A a‘ 4- —2 — T a .X» 4 Scc. 
p 1 ap ! î- 3 P 

► 

II 

4- -il A a 4 i A a 1 4 Scc. 

— p s »P 4 

^4 = 

P 1 

H il- A a 4 6cc* 

. P‘ 

Scc. ; donc 


y 

n lll 

a a 1 4 î- a a> 4 -Z- — . a* 4 ± &cc* 
— p> 3 • 4 P 4 
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On trouvera de la même manière 

A -y zrr -f- îl a a> -4- A a 4 -f- ail + Sic. , 

— p’ ap 4 4 P : 

a 4 y =: 1— a -v 4 -f- i - — a x 1 ' -+■— t- a x 4 Scc. , 

p 4 — p> 6 p 1 

S; les différences des ordres fupérieurs. On pourroit meme transformer facilement 
ces formules en d’autres oii aucune différence ne feroit fuppofée confiante. 

(161). y étant l’ordonnée qui répond à l’abfcifTe x , nous déflgnerons par Y 
celle qui répond à x -+- a x , par Z celle qui répond à ar — A x , Sc nous aurons 

Y = r ~f -iijr + -2- A x* -t~ — - — , i** + Sic. , 

- p ip- »-3 P’ 

Z z=. y — -î. A x H L- AA* — — 2 — . A x' &C. ; ... 

p 2 p 1 2-3p> 


En mettant a pour a a dans la fécondé , on trouvera ce que devient y lorfque 
dans cette fonction on fait x = o : nommons A cette valeur dey, on aura 


✓ 


h =y - i*+lr> 1 

Si Jt 


y — -l a -p- -z_ a* — — ï — . a 5 -1- Sic. 
P t . *p* a - 3 p’ 


i -f- * 
a 


, a o donne _y • — : i ; on doit donc avoir 

i > 

a» 


4 - 


-+- Sec. i : mais 


i + * "(, + «)' 1 (i -*-*)> + (i -t-*) 4 

— =1 — A-+-A-_*t-f-.t 4 — &C. , -■? ■ , =A — 1 AÀ-t- J A 1 -, 4 * 4 -{-&C, • 
I x . U -f-*) 

fT^Ô 5 = — — **- 4 * 4 4-&c.-, 

, — f — _ = A 4 — Sec. : donc Scc. 

(i-t -*) 4 

(163). On tire de la première formule que h étant l’ordonnée qui répond à 
*=io, fi l’on nomme A’, B', C , D' , &c. «e que deviennent les quantités 

l i/ l> t ~~ * m 4 

— , - r > 1 , J 4- ?» &C. lorfqu’on fait x = o S Cy h , on doit avoir 




ty 


Sic. 


P p 

y — h -t- A' a +• 11 a 4 -f- _1_ a j H 1 — A 4 

J 2-5 2-3-4 

Ce beau théorème , qui nous fera de la plus grande utilité pour développer telle 
fonction qu’on voudra, a é:é donné pour la piemière fois par Taylor dans l’Ou- 
vrage qui a pour titre: MethoJus incrtmtntorum ; voici comment il y eft dé- 
montré. 

y étant une fonftion de a Sc de confiantes , on propofe de la développer *n 
une férié de cette forme A -1- B A-f- C x- -f- Dx s w\*È a 4 4 - Sec.? On formera 
cette fuite d’équatious 


Digitized by Google 
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y — A B x C x l 4- j D xi -f. £*♦ + 6tc . , 

~ 4 - B +iCï-+ 3 .D-r 1 4- 4E x> 4-&tc., 

-4-16’ jfl* 4 - *3 • 4 Ex 1 4 - &c. , 


h* 

c 

F' 

«Il 

S_ 

P' 


4 -i-jD 4-1.3 ■ ^Ex -4- &c. , 
4- 1 • 3 • 4 £ -4- &c. , 


&c., qui doivent être vraies , quelle que foit la valeur de x. On fera xz=.0, 5 c 
on les changera par-là en celies-ci 

h =. A , A' = B , B' 1 C t C 1.3 D , D' zzz 1.3.4 E , 6cc. , 
defquelles on tire 


A = h,B = A', = &c. 

Plus généralement , foit U une fonâion de u 6c de confiantes qu’on propoft 
de développer en une férié de cette forme 

A u* -\-Bu x ~*~ l “ 4- C« ,+ 1 ' , + J 9 « ;+ î'' 4- &c.l 

on fera a 1 " zzz x , A 4- B x 4- C x 1 ■+• &C. y , 

£c on aura comme ci-deflus A rzzA , B ±=.A ' , &tc. ; partant 

If=A*V^V + * 4 --l«* +I ^ 4 - — k a+î/ “ 4 -— ^ -4- 6cc. 

1 *•} a-J -4 

Eclairciffons tout cela par quelques' exemples. 

( 164). Soit y zzz log. ( i 4; * ) ; il eft clair que x zzz o donne yz^Qi 
donc Azzz o. On trouve enfuite 

A' zzz 4 ; 1 , B' = 1, C' zzz -J- i , V zzz 1.3, 5 ce. ; 

partant y — — 4 ; * — y 4; — ; — + 5 tc. Il fait delà que 

log. (i4-*J— 1°S- ( 1 — *) = log. = 1 0 4 - ’p 4 - y 4- -t~ &c. ) : 

or en prenant * égal à tel nombre qu’on voudra, on aura pour x un nombre 

fraflionnaire moindre que 1 ; de plus x étant une fraûion , la férié fera très-conver- 
gente ; donc cette férié fervira à trouver le logarithme d’un nombre quelconque 
d’une manière très-approchée. 

Si y zzz fin. x ; à caufe que x zzz o doit donner y z= o , on a A z= o } 
puis A' 1 , B' zzz o , C' z — — - — 1 , zz_ o t E' - — 1 . Sic. 

. d’où 
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«*? 


d ou Ion tire fin. x . — x — — — -t» — — — Scc. Si y =z'cos. x : à caufe 

î-3 i • 3 . 4 . 5 *•’ 

que x— o donne 1 ,onai=i; puis J' — a, B'= — 1 , C=z o , 

&CC. 


D — 1 , &c. d’où l’on tire cos. x = 1 — — -f- x * 

1 =-3-4 


Soit y = A ; 

_J . 3 *‘ 


on aura -- 
V 


'f_ 


v'i_x* ’ Z 11 ‘ 


O —* 1 ) 1 


P 5 


( I—* 1 ) 7 

a -î-9*’ . 

£ 

f” — <- 5-9 


(t — *• >‘ 

3 • 5 ’ 7* 4 


1. 


9* 


(*-*•/ 

3 -S- 9 » 


3 


( « —*-ÿ 

a- 3 - 5 - 3 - 7* 1 


A’ 


i » «5 

( > - *• y p 

3- 3 -5-7 -9 3 


(«-*’)• 

377.9-91* 


(«-»*)* 

3 • 5 • - • 0 ** 


2 r 1 y 

(» — Y C< — 

— 3 * 3 '* 7 - 9 ‘ m * s „ 

H n— , etc. : 

(>-*“)*- 


i*— **y . (> — -* 1 ) 7 o— 

Si comme -v — O doit donner^ r= o , on aura 

h = o, A' = B = o, C*=i, D'—o, £' = 9, F' —o J G'=: 5 . 5 . 9,&c. 
6c par confisquent 


-7/ fin. x — x -f- — 1 — — — 

*• J *- 4 î 


-f- 8c<U t • 


3 • 5 •.* 

*•4 •’< *7 

Pour trouver l’arc de 3 o°, on fera x & on aura pour la valeur de cet arc 

JL — l 1 I 11-1 _4_ &c 

férié extrêmement convergente , Si dont la Comme des dix premiers termes efl 
égale à 0,513 59877. En multipliant ce nombre par 6 , il en réfulté que la demi- 
circonférence x— 3, 141 59161, exprëffion qbi ne diffère de celle quiaété trouvée 
n°. 1 18 qu’à la feptième décimale. 

Ainfi les fériés que nous venons de trouver donneront très- exa&ement le 
logarithme d’un nombre quelconque , les valeurs des arcs en finus ou cofinus , 
& celles des finus St cofinus en arcs : 5 c comme ces fériés font toutes cal- 
culées dans les tables de logarithmes & de finus qu’on a entre les mains , nous 
regarderons tout problème qu’on en pourra faire dépendre comme réfolu par 
approximation de manière à ne rien laifler à defirer. 

( 165 ). Nous favons qu’il y a quatre fériés qui font les valeurs de U dans 
l’équation m f/> «*£/ — mu'=r= 9 , &c nous connoiffons la forme de cha- 

cune , n°. 94. t°. U —Au -f- S«'-+ Cuî-h Du* -+-Scc.; dans cette hvpothèfe 
A — t, a* = 1» « = x, U = x_y ; ces valeu-s étant fubfiituëes dans la propofée, 
elle devient my» — xy — m»=e; or x sa 0 donne 1 , donc /» = 1 ù. A ~ 1 . 
Partit 1 . F f 
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On trouve enfuitc j = —y— x , d’où A' = & B = ^ ^ = 

- Z- 6 my (-') 1 

— ? d’où B' = o&C = o; 

imy'-x » 

6 n( — V 4. fiSaiy-- Or* — t 

i! = _ S./J \ — ^,d’oùr=<ii&D=g~ 5 i 

— jmy’ — * i<7 ra > «I* 

&c. i°. U —A 4- Bu — I -f- c«— "+D«— ’-4-&c. ; donc A =o,^= — 3 » 

« — 5 — y , £/= , & ia propofée devient m xy> y — /n = o; or *=0 

^ n y 5 

donne y = — m, donc h=a — m Sc A = — ra. On a enfuite - = » 

, 6 mxy(-^-'^ J -*- 6 my % ^ 

d’où A‘ — m* 6< B = — — «•* » “* =* j m *y’ — i » 

d’où B' = — 6 tb7 & C = — 3 m 7 ; D — — Stc. 

I ^ . i __ <1 _ 

jO 'ir—Au x -4- B -4- Cu J - 4 -&c. :àcaufcdeA= ï, /* = — ï* 

u — i: — r , V — ~7 t 1:1 propofée devient my 1 — jy m x :« o; or a: =0 

- 4 ~ | + J . 

donne mj 1 — 1 =0 , donc h — - — & A-—- On trouve enfuite 

B's+jm 1 \/ m & C = ^ g m 1 \/ m ; £> = ^- ; Scc. 

Soit cette autre équation — a l U-\-aul/ — a ' = o , 6c fuppofons 
1°. lf = Au fi -+- Cu ~ 1 -+- Du— 1 -+- Scc. , on a a — 1 , ^ = 1 * 

a — 1 =*, U=3L; en fubftituant ces valeurs dans la propofée, il vient 


v> _ 


jiyïi+ajii — 1 = o ; or x = o donne y = 1 , donc A — 1 &C 
A — 1. On trouve enfuite — = > d oil A' = — &. B =s 

/ - 1 * (f n’ 

3 ’ 3y* — a 1 **-*-*.* î 

— . /j — jl*. 5 cc. i°. U= Au 1 -4* É?«+H- C’a' -P- &c. 4 A caufe de A = 3 , 

3 ’ 01 7 

p = 1, «^1*, U—y x * , la propofée devient y l x* — a l y -4- axy — I =0; 
01 x — o "don ne J = ^T 1 , donc h =* -jr &L A = -^r • • On trouve enfuite 
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il _ 

r 3 y ~ x> — ** 


- * y 
-t- a * 


d’où A' 




3°. U=r- A Bu -4- Cu‘ -f- Z?«’-f-$JC. , ce qui donne \ — o , p. = 1 , 
ti=x 7 U —y ; or dans l’équation y) — <2 /v a y .v — *> — :0 » fi l’on 

fait x =r o , on a /v — + a, àonc h = a &. A — a. On trouve cnfuite 


± 

P 


• d ’ où S = T V k * = =F i V C = =F £ ; &C. 


( 1 66). Le rapport entre <7 Sc /> étant donné généralement par l’équation 
A p B q~ o , i: eft poflible que pour des valeurs particulières de /y & x , les 
cc-efficiens A B foient nuis en même temps. Pour trouver quelle eft alors la 


valeur de ■*- , il faudroit ( n°. 140) avoir l’équation e:i y Six, pour en conclure 

celie entre les différences de ces variables. Rcpréfentons cette dernière équation par 
A*x + i a v + tü 1 -+- £> a * A j - 4 - £ \y' -f- F a *> -q- Ôcc. = o ; 
nous avons remarqué dans l’article cité , que torique A &t B font nuis en même 
temps , le tapport entre q & p eft donné par l’équation du fécond degré. 

(*) £ -\~ D y+C=z o; 

que ce rapport eft donné par l’équation du troifième degré 


(*) 1 (p H C J* G jr F — °> 

lorfque A , B , C, D , E font nuis en meme temps , S c ainfi de fuite. Mais comment 
trouver ces équations a, b , Stc. lorfqu’on n’a pas celle entre & ar. J Avec un peu d’at- 
tention , on verra que, toutes réduQions faites , l’équation a n’eft que Ap-\-Bq — o 
dont on a cherché la limite du rapport entre les différences «, à y en regardant q 
& p comme cenftans; que b n’cft que a dont on a cherché la limite du rapport entre 
les différences a.v, av en regardant q & p comme conftans, & ainfi des autres. 
Par exemple l’équation étant y t — “-xy* -\-bx , z=o ( n°. 139 ), on a entre 
q &/>, ( 4 y*—~ zaxy) ?-f- ( J éaff — ty*) p = 0 * on tire de celle-ci , en 

regardant q Se p comme conftans, ( 6 y* — ax) q'- ray p q- 4- 3 bxp- o; 

de La précédente , dans la même hypothèfe, 4y f> —apq'- ~î~ b p* = o, & de 
cette dernière q* ■= O. 

Je tire delà cette folution du problème propofé : fi pour quelques valeurs 

particulières de y Star, le rapport y ne peut être donné par A p -j-B qz=io t 

on formera l’équation a , S: il pourra être renfermé dans cette équation qui eft dit 
fécond degré ; finon , on formera l’équation b, & continuant d’opérer toujours de 
la même manière, on parviendra à une équation qui donnera le rapport demandé. 
L’expofant du degré de cette équation, diminué d’une unité , fera égal au nombre 
d’opérations qu’on aura été forcé de faire. Telje eft la folution que nous avons 
annoncée n°. 135 , & que nous allons éclaircir par quelques exemples. 
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' J l/jl J» » 

(167). On demande la valeur de la fraction , dans le cas de *=0. 

On peut rupporer-'^. = *-, ou a?— P *• Ql en 

tire en cherchant la limite du rapport entre les différences dans l’hypothefe de p & / 
.2 q ' 1 

conftans , — - - — — : 2 x y* y , !k pour la valeur de — , lorfque ar — o , 2 d ' 

Vi‘ — x* r 

Je prends pour fécond exemp'e la fraftion 
. ja 1 X . î 4* — 2 aJ l V 2 * 1 JC J 1 


■ 4 ‘* * 


- , dont on demande la valeur dans 

— j ü X — ■ d 1 2 *1 V 2 4 AT X 

le cas de xrz^a. Je forme l'équation (ar> — 4 a -W “ l x ~~ 1 J ’ 1 
\/iax-a')p — (x* — * ax a'-+iaVi*x ** ) î . lat l ueUe 

j° ,irC • - - ,r(^j 


— 'W — f iar — ia«J-- 

V V; 


I M> 


( 3 x‘ — 8 a ar -i- 7 *' ' 

( 6 * — 8 o L ^— i ) P' = ( 1 — — 7 ”" î ) '* f » 

/• 6-’ 'N 6al (a-*) , 

^ (la*— *•)■ • 

_ _jüi_ „,= r— ii’— r h- ^ f * 

(a.,*-- 1 )*" • , 

ce u’eff qu’à la quatrième opération que je parviens à découvrir le rapport 

± dans l’hypothèfe de x — a; la dernière équation donne ce rapport égal a 

— 5 a, & c’eft la valeur de la fra&ion propofée lorfque ar = «. 

Pour trouver la valeur de » lorf, l ue * eft ^ ^ 9 °° ' 


‘ fin. * ■+■ cos 

j’ai (1 — fin. * -p- cos. x) /> = ( fin. a: -h cos. * — 1 ) ? , & P ar 

. . P P 4 COS. * -+- fin..» ± , ,n failant fin. x-=. I & 

opération ^ ou ^ = cos . *_ (uîT*- » ou v ~~ ’ 

cos. * = 0 ; c’eft effeûivement la valeur de la fraûion propofée, lorfque ar eft 

, x " — * j,_, 

égala 90°. Propofons-nous encore de trouver la valeur de t * j, g. * » ins 

l’hypothèfe de *= I. De (ar - ar) /> = (*—* H- lo S- * ) * ’ on tire 

[*<(, -Hlog.x) 1 ]/>‘=r[^- — !] P qi «mme la fuppofition de 

a; = 1 fait tfifparoître tous les termes de cette équation , on paffera a une f «conde 

■ Oüvl (illUU 


Digitized by Google 


ET DU CALCUL INTÉGRAL. 
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Opération qui donnera [ x* ( I -+• log. x )* ■+• x* — 1 ] p * = — p l q , Sc le rap- 


port y , lorfque Jtr: i , égal à — i. La règle eft générale, Sc peut s’appliquer 

à des fondions de plulieurs variables, comme à celles qui n'en renferment qu’une 
feule ainft nous n’en dirons pas davantage là-deflus , Sc nous paffons aux affec- 
tions des lignes courbes qui nous relient à déterminer. 

( 168 ). Une ordonnée qui eff plus grande ou plus petite que les ordonnées 1 la 
même branche d’une courbe adjacentes de part Sc d’autre , fe nomme un maximum. 
ou un minimum d’ordonnées. Il y a aufli des maxima St des minima d’abfciffes : 
dans l’clliple, aux points où les tangentes parallèles à la ligne des ablcifles, ren- 
contrent la courbe, répondent deux ordonnées qui font les plus grandes de toutes 
les ordonnées au grand axe ; St aux points, où les tangentes parallèles au# or- 
données à l’axe , rencontrent la courbe, répondent deux abfcilTes, l’une =0 qui 
cil un minimum , l’autre égale au grand axe qui eft un maximum. Toutes les fois 
qu’il y a un maximum ou un minimum d’abfcilTes, la tangente eff parallèle aux 

ordonnées Sc la limite ■£- = o ; la tangente eft parallèle à la ligne des abfcifTe* 

Sc la limite i- = o , toutes les fois qu'il y a un maximum ou un minimum d’or-, 

données. Mais pour que l’inverfe de cette proportion fut toujours vraie, il fau- 

droit pouvoir toujours conclure de i = o, que les ordonnées adjacentes font 

P 

moindres ou plus grandes que y félon que celle-ci eft un plus grand ou un 
moindre. 

Nommons Y l’ordonnée qui répond i ar-f -i, i étant une quantité très-petite^ 


Sc Z celle qui répond à x — i ; on aura lorfque =: 0 (n°. lia) 

r^y + LJ + JLû . Jl_ C . &c 

J a-jp» 4 />-> •+• Nc> » 


Z = y -4- — îl — JL £- 


i-r — &c. : 


if »•)(’’ ' t • 3 • 4 p 4 

or l’une Sc l’autre de ces ordonnées adjacentes feront plus grandes ou moindres 
que y au point où -i = o , fi à ce même point ?-■ a une valeur réelle ; elles 

feront plus grandes fi cette valeur eft pofitive 8c moindres fi elle eft négative ; 
dans le premier cas y fera un minimum Sc un maximum dans le fécond cas. Si 

au point en queflion eft nul fans que y- le foit ; cette dernière quantité n’ayant 

pas le même ligne dans la valeur de T Sc dans celle de Z , l’une de ces or- 
données ne pourra être moindre ou plus grande que y fans que l’autre foit 
plus grande ou moindre, Sc dans ce cas y ne fera ni un maximum ni un minimum. 
partie I. G g 
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Au meme point L AL L f°nt nu 'l cs & H - L a une valeur réelle: alors Y 8t 
r p P 1 V l' 


Z feront l’une & l’autre moindres que y li cette valeur eft négative & plus 
grandes fi elle eft pofitive; dans le premier cas y fera un maximum St un 
minimum dans le fécond cas. Eu général pour qu’à un point quelconque 
l’ordonnée y foit un maximum ou un minimum, il faut que le nombre des 
limites des rapports entre les différences fuccefiives de cette fonction & a x , 
A x l , A.ri , &c. , qui deviennent nulles à ce point, foit impair; elle fera un 
maximum fi la limite qui fuit celle qui a difparu la dernière eft négative, un 


minimum fi elle eft pofitive. Après avoir difeute l’équation — =:o, on difeu- 
tera — ~o de la meme manière, 8c on aura tout ce qui fera relatif aux maxitna 

8c minima d’ordonnées 8c d’abfcifTes de la courbe propofée. 

(169). On demande les plus grandes îc les moindres ordonnées 8c abfciftes 
de la courbe qui a pour équation _y> -t-xi =.axy ( fig. XXXIX ) ? Il fera 
aifé de voir d’abord qu'à l’origine des co-ordonnées , au point A , deux branches 
de la courbe fe coupent de manière que l’une d’elles a fa tangente parallèle à la 
ligne des abfciffes, 8c l’autre fa tangente parallèle aux ordonnées. Secondement 
on tire de fon équation 

, jj- 6y( — ")* *■“ 

± — a >'~f * ?_ P V P A 

p ir' — •*’ p l==s ■»* 

1 

8c comme la fuppofition de a y — — 3 x 1 o ne rend pas nul L 8c que la 
valeur qui en réfulte eft négative , on en conclut qu’il y a un maximum d’ordon- 
nées au point D où ,v= f_ y/ 1 } y — : — \/ 4. Troifiémement on tire de la 
même équation 

, u- 6x( — V—fiy 

JL = f y * p_ _ 1 \ 1 y . 


■y — 3 *’■ ’ ? 


1* —*y 


8< parce que la fuppofition de 3 y 1 — a x = o ne rend pas nul ^ , 8c que la 
valeur qui en réfulte eft négative , on en tire qu’il y a un maximum d’ablciffits 
au point F où x = -y y/ 4 ,y=^=- ~ V i. A ce même point F répond une 

autre ordonnée FG = “ y/ a : mais lorfque les abfcifTcs pofitives font 

moindres que AF, à chacune d’elles répondent trois ordonnées , ainfi au point D, 
outre l’ordonnée DE qui eft un maximum , répondent deux autres ordonnées 

^' = — i v'T-f- i v / 6vl i Dr=-{ 
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ïnfin les deux branches AG' , AH s’étendent à l'infini &c ont peur alytnptotc Kt 
déterminé de manière que AK = At = -Î-. 

* ( 170). Soit une fonction^’ telle que î. = X[x—f), par X j’entends une 

fonction de x qui ne renferme pas le fa clair a: — f. On aura J-- nr A’-+- X (.v — f), 
en déflgnant par A' la limite de , comme nous délignerons par X' celle de 

par X"' celle de , & ainli des*autres ; & parce que x =/nc fait-pas 
difparoître cette expreflion , [il y aura maximum ou minimum dans cette hy- 
pothèfe, félon que X deviendra négatif ou pofitif. Si -- X (x — f) 1 , on aura 

£ = a(* -/) - h x'(x-fy,jï.= i x+4X'(x-f)+x'Cx-f)'i 

& comme la fuppefltion de x=f fait difparoître , < L- fans faire difparoître L- , 

p r p‘ 

il ne pourra y avoir dans ce cas ni maximum ni minimum. 

Si — = A(x — y)*, on aura 

i , = 3 X{x-fj> + x'(x-f)\il = 6X (x-f)+6X (.v— /)*+ a” (x-/y, 

— = 6 X 
P 4 


18 X' (: 


■/) •+• 9 V (*—/)' “b* X m (* — /V ; Se 


comme x mr / fait difparoître X. ?_ fans faire difparoître - — , il fuit que la 

P P P* P 4 

fubflitution de f pour x- rendra y un maximum ou un minimum fclon que ce 
que deviendra X par la même fubflitution fera négatif ou pofitif. On voit que fl 

3 - =X(x — /)" , & quenfoit un nombre impair, la fubflitution de f pour x 

doit rendre y un maximum ou un minimum, félon que AT deviendra négatif ou 
pofitif par la même fubflitution; mais que fi ce nombre de fafleurs égaux croit 
pair, la même fubflitution 11e pourroit rendre y ni un maximum ni un minimum. 

La fonction y eft telle que -î- c= AT (a.-—— /) (x — g)(x — A ) tkc. , ces 
facîeuts x— /, x — g, x A , &c. font réels & inégaux & A ne doit ren- 
fermer ni eux ni leurs multiples. On aura X. = X ( x — g ) (x A ) 6cc. -+- 

AT ( *— /) (x A ) 6cc. -+-&c. -+- A'(x — /) (x — g) (x — A) &c. î 

Sc comme ni x — f = o, nix — g = o,nix — h = o , Scc. ne peuvent faire 

difparoître - s , chacune de ces fubflitutions rendra^' un maximum ou un minimum ; 
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un maximum fi ce que deviendra Uj par la fubftitution eft négatif, un minimum 
s'il eft pofitif. 

(171). Une courbe étant propofée , on demande les points pour lefquels la» 
fous-normale , étant regardée comme une fonâion de l’abfcilTe ar , eft un plus 

grand ou un moindre? Nommons { la fous-normale & — la limite du rapport ; 


on aura — = O , 8c il faudra que le nombre des limites —, t- , -y , &CC. qui 
P ^ P 

deviendront nulles à ce point foit impair. Mais de { = , on tire 

U JL. t- = y -il 4 11’ -i- Lt” 


_ ri 


p" F 


■ «f 

F 1 


„r> 


p ’ 


4 ?f 

P' 


L.icc.; 


donc &c. Nous prendrons pour exemple la courbe qui a pour équation 
jr* — « x> -f a 1 y 1 =0 (jff . XL ) , & pour laquelle 

î I •*'— 4 * 1 <f _ ]tx—6x l £_ 3 a— nx îî£_ g. c . 

~p **'y * p 1 1,1 y y\pyp <a * l y ypp 1 ’ 

or <= - ? — * ~ 6 1 ; nous ferons d’abord 3 a 6 x = o , d’où 

p a 


ar = — , _y = -f- — , - = -A , ce qui montre qu’l l’abfciflTe ADz=z — , répon- 

2 ' 40 ^ 

dent deux ordonnées DE , /?£', chacune égale à — , &c que les normales EK , 

4 

£ AT font telles que eft la plus grande de toutes les fous-normales, puifque 
les fubflitutions faites dans rendent cette formule éstale à — -. Nous 

pi ° a 

remarquerons en outre qu’au point A, origine des co-ordonnées , partent deux 
brandies de la courbe qui à ce point ont pour tangente la ligne des abfciftes. 

( 17a). Il s’agit de trouver les points où AT {Jîg. KIl ) , regardé comme 

fonflion de x , eft un plus grand ou un moindre ? On fera AT — { , y = O , 


5 c il faudra que le nombre des limites -U , ,6cc. qui deviendront nulles 

à ce point foit impair. Mais 1 — ZX. — x t — = — y -1 — “ y 

(O'b p - *7 ? ■ + » ( 7 y(f y-** c f )* ({■ y ■ ■ *<■ 

Ainli pour trouver ce maximum ou ceminimum , on fera G — o , Si il fera nécef- 

faire 


Digitized by Google 


IT DO CALCUL INTÉGRAL. tll 

faire que les valeurs de ar 6c y tirées de cette équation & de celle de la courbe ne 
fartent pas difparoitre ou que fi ~ difparoît, il faudra que ces valeurs ren- 

dent nulle *— fans que le devienne ; il faut en un mot que le nombre des 
P* 1 P 

limites qui difparoirtent par la fubftitution foit impair en comptant de la première 
exclulivement, celle qui fuit immédiatement ayant une valeur réelle. 

Si c’étoit la différence dty qui fût regardée comme confiante, de j =?-£- — x , 

_ » .1 _V _» I Jlt _g lll 

on tireroit - = y L, , ^ p - -t- p — /L =s y p - +i , -,' T = 

l î î f’ î f* I 4 l 1 î 4 

_»» ff| 4 

> -f- 3 ^7 , &c. ; & J ayant fait = o , il faudrait que le nombre des limites 

‘ r 1 

* in _tv 

_ 9 -j î &c. qui difparoîtroicnt par la fubftitution, fût impair en comptant 

de la première excluCvement , celle qui fuivroit immédiatement ayant une valeur 
réelle. 

( 173 ). Nous prendrons pour exemple la courbe qui a pour équation 
axi - j- b y) + c* = 0. On en tire 

, , — lax — iby(—') 1 , — la— 6*y i.î 

p */* p* * p’ TJ* 

or l’équation a * 4- ^ -1- = o & celle de la courbe donnent 

C ^ C 4 * 

x S5 o y y sss -Tjzz. qui ne rendent pas nulle jç ; donc i ce point laligne^/ 
eft un maximum. De JL = , on tire 


Cax — 

i_JL s 


/ — f ) 1 ,» — Cf 

,• II 5 ’f r== 

puis b y *f- a a; (î-)*- t qui avec celle de la courbe donnent 


^ V c * 

y œ o , x t=s — — ; donc pour cet autre point la ligne AT eft encore un 


maximum. 

( 174). Lorfqu’une ligne courbe AFK (fig. XLI ) eft en partie concave & 
en partie convexe vers une droite AB , le point F qui fépare la partie concave 
de la convexe , cft appellé point ifinfltxion , lorfque la courbe étant parvenue 
Partit I. H h 


\ 


Digitized by Google 


111 DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 

en F, continue fon chemin vers le même côté ; fit point d; rcbroujfemeni J 
lorfqu’elle rebrouffe chemin du côié 'de fon origine. 11 eft clair que dans les 
courbes qui ont un point d’inflexion , l’abfcifle si P croiflant continuellement, la 
partie AT du diamètre , interceptée entre l’origine des x 6t la rencontre de la 
tangente, croît aufli jufqu’à ce que le point P tombe en £ , après quoi elle va en 
diminuant ; d’oit l’on voit que AT étant regardée comme une fonction de 
l’abfciffe, doit devenir un plus grand AL , lorfque le point P tombe fur le point 
cherché E. Que dans les courbes qui ont un point de rebrouflement , la partie 
AT croiflant continuellement , l’abfcifle AP croît aufli jufqu’à ce que le point T 
tombe en L , après quoi elle va en diminuant ; d’où l’on voit que AP étant 
regardée comme une fonction de AT , doit devenir un plus grand AE lorfque le 
point T tombe en L. 

Il fuit delà que pour déterminer les points d’inflexion ou de rebrouflement, il 


faut faire ou 


: o , ou p = O , &c examiner enfuite fi le nombre des limites que 


m q p 

font difparortre les fubftitutions eft impair en comptant de la première y ou — 
cxclufivemcnt. Ainft la courbe qui a pour équation ax> -f- by\ c4 =o fubit 


* — 
fVf 


inflexion aux deux points dont les co-ordonnées font raO, y = — - , — , &C 

V o 

rvT 

*“-77’^ = 0 ' 

(175). La demi-cicloïde alongée CBA ( fig . XXXIII ) , dont la bafe E .4 ( i ) 
furpaffela demi-circonférence CFE ( h ) du cercle générateur ayant pour diamètre 

CE — i a , a pour équation (n°. 145 )jy =LF - f- -j CF. Mais 


A LF 


LF—V lax — * 1 t limite de -A- 


... .ACF 
> limite de ^ x - 


• A -4- i — h s 


V a a x — x x 

ai x — a * • h -f* i 


a , q * • t 

■ — • \ donc — = — ; — =• > = y y 

\\ a x — x 1 ^ Avau* — x 1 “ ^ A ( i 4 * — * 1 ) *■ 

— a 4 i ( a a jc — g* ) - 4 - 3 4* A ( a — * ) - 4 - 1 x 
? A ( a æ x — ** ) 1 

On fera e = a • ; St comme la fubftitution de cette valeur ne fait pas difpa- 

«oqre —, , il eft clair que la courbe fubit inflexion à ce point , pourvu toutefois 


(=*t) 


que i foit plus grand que h , car s’il étoit moindre , on auroit x ■ 
plus grand que a. 

Nous propoferons pour fécond exemple une autre courbe connue fous 
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le nom de conchoïde de Nicomède ( n°. 149 ). En nommant A B , a, 
CD, b, fi l’on prend pour l'équation de cette courbe Al S — a ( fig . XLII) ; 
à caufe de PB = a x , les triangles léinblablcs CP Al, CBS 7 ^donne- 


if y ^ ^ 

ront a 4- b — x : y.: b : BS = y x - C’cft pourquoi fi l’on abaifle 
la perpendiculaire il JQ fur BD , on aura S Q = — ^ ; ôc, à caufe du trian- 

£ J 4* y — -4- y * 

gle reûangle A'QA/, a» = ( a — x )* - ^ t j 1 » d’où l’on tire 


<t J — * 


24 ï-«‘, -- 


■ * 4 - 4 - ( a — *)> 


^ ** — * ' t (a — x)’V lax—x' 

— «V ?' 

p T ! ’ p* 

(a — i) J (la* — *’) * 

;a*[ia*i(a — »)*— I *(* — «V — (,“ — *)’] — } •* b (»*-»*) [ la 1 — (a— a)»] 

(a — *) 4 (»a* — * ’ ) 1 

Pour trouver où cette courbe fubit inflexion , il faut faire 
(a — *■ ) ’ —H 3 ^ ( ai — x )* — 1 a 1 é = o , 

Ce examiner celles des racines de cette équation qui ne font pas difpareître 

l' 

-p Pour y parvenir, je fais a — x = u — b , 6c l’équation du troifième degré 
devient u> — } b L u = 1 é (a* — é l ) dont une feule racine eft réelle , lorfque 

_ H 

a 1 eft plus grand que l b 1 , 6c ne fait pas difparoître y ; cette racine efl ( n°. 75 ) 

1 • — ■ 

u=\/b{a l — b 1 ) -i- a b \/a‘ — li l 4- y A (a : — b 1 ) — a b ^ a 1 — lé*. 
Lorfque a 1 eft moindre que i 4 *, fi a é ( a 1 — i 1 ) eft négatif, on nommera 
( n°. 67) A l’arc qui a pour finus — — j , le rayon étant l b , 6c on aura 

pour les trois valeurs de u ces quantités fin. — , fin. — , fin. — ~|j* 4 - ; 
mais fi lé (a 1 — é 1 ) eft pofitif, en nommant l’arc qui a pour cofinus 

-A—— , le rayon étant 1 b , on aura pour les trois valeurs de u ces quantités 

A A 1 * A 4 * . . . . . 

cos. — , cos. — - — , cos. • On en tire pour le cas oua=é,u = o, 

u = b \/ 3 , u = — b y' 3 ; 6c par confisquent x = 1 b , x = 2 b — b V" 3 , 
x = i b -t- b ^ 3, dont ‘la première 6c la troifième ne peuvent être admifep , 
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& il n’y a d’inflexion qu’au point où x = ii — b \/ 3. Lorfque a ‘ = zb x , on a 
pour racines de l'équation du troifième degré u = 2 b fc (h - 4 - b'f — o , dont la 
première feule indique le point où la courbe fubit inflexion. Quelqu’hypothèfe 
qu’011 fafle fur a &L b, la conchoïde n’a qu’un feul point où elle fubit inflexion. 

( 176 ). Soit encore pris pour exemple la courbe qui a pour équation 
y ■+• 3 — 3 a Y’ — 1 Xtt xy — 4 ttx 1 -4- 4 a* ar =: o ; 

on en tire l’équation aux différences 

3 l x y — z ay — 4*x) Ay - 4 - 1 iay —8 ar + 4a')Aï 

-3-3 ( J -t- * — (j z a) ajAa:-4 j*i‘+ Ay + 

3 a .y A y 1 = o. 

Pour s’aflurer d’abord fi cette courbe a des points multiples*, on fera 
y 1 -h z xy — 1 a y — 4 » x = 0, 3 y 1 — I 2 a, y — 8 a ar -4- 4 a* = o , 
defquelles on tirera , en éliminant * , }yi — 1 4 1 oa'y — 8 as = o , 

dont le premier membre a pour faéleurs (y — 2 a)* , 3 y — 2 a. 

Ay = » a, répond x = — a ; S c comme ces feules râleurs fatisfont à la propo- 

fée , la courbe n’a qu’un point double déterminé par l’équation Ç~ Ê ') ’ = o , qui 

indique qu’à ce point deux des branches de la courbe fe touchent , 6c ont pour 
tangente commune une parallèle aux ordonnées. 

Ayant tiré de l’équation aux différences finies 


JL — — 
P 


f . 8«-t-ia(a— + — *— y)*. 


— ^ F* - 3 ~ 1 z a y - 4- 8 » * — 4 a* 

3 y* 6 xy — 6 s y — îaax ’ p x “ 3 y % 6 x y — 6 s y — 1 1 xx 


l8(»J — 


fi l’on fait 8 a 1 1 ( a — a _y ) y -4- 6 ( a x—y)j 


3y i -t-6*y — 6ay — lia* ’ 

_ % 

■■ 0 ; en combi- 
nant cette équation avec la propofée , on aura entr’autres valeurs de^ 5 c a-, 
celles-ci^ = o , x = a, qui ne rendent pas nul le numérateur de y i la courbe 

a donc une inflexion au point où y = o 6t x = a. 

^ P 1 t*x-t- 6 ay — 6 xy— 3 y* ^ 

De — == . — » — a ï , on tire aufii 

q 3 y — 1 a jy — o a x -t- 4 a 9 

, 6 (a-»- 7 ) 4 -n(<-ir)- + 8A^ 

P 7 i_ 

| ); ^ = jy‘ — 1 KJ- isa *-*- 4 a‘ ’ 

— 6 — 18 — -+• I 8 ( 1 4 — 7 4a 

r" _ 1 v 11». 


.P 

y' 


.3 / * — I 2 4 y — 8 J * -H 4 4 # 
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cr l’équation 6 ( a — x —y ) -f- i 1 ( « — ^ ) '^" *+• 8 <« ~r = o , ' étant com- 
binée avec la propofée , donne entr’autres valeurs de’.y S< x , y = i a , 
x = — a , qui ne rendent pas nul le numérateur de p ; donc ce point, où deux 
des branches de la courbe fe touchent , eft un point de rebroufïément. 


( 177). Je paffe à la recherche du rayon de courbure. Si l’on conçoit qu’une 
ligne courbe quelconque BRR' concave vers le même côté , foit enveloppée 
d’un fil AB RR, dont l’une des extrémités foit fixe en un point de cette courbe , 
& l’autre foit tendue le long de la tangente B A , Sx que l’on faiïe mouvoir 
l’extrémité A en la tenant toujours tendue, Sx en développant continuellement 
la courbe BRR, on voit que l’extrémité A de ce fil décrira dans ce mouvement 
une ligne courbe AMM’ . Cela pofé , la courbe BRR' fera nommée la développée 
de la courbe AM Aï ; Sx les parties droites AB, MR, MR’ du fil feront nommées 
les rayons de la développée, ou rayons de courbure de la courbe AMM'. Je fup- 
pofe que deux rayons de courbure MR , Al' R fe coupent en un point S , Sx 
que de ce point comme centre, avec un rayon égal à l’unité , on décrive l’arc <t î. 
D’après la définition, il eft clair que plus le point Al’ approchera dû point M, 
plus le rapport entre l’arc a S Sx. l’arc Al Al’ de la courbe, approchera du rapport 
qu’il y auroit entre le même arc aC, Sx un autre arc décrit du point S comme 
centre avec le rayon SM ; rapport qui n’eft autre que celui de 1 à SM , lequel 
approche continuellement de celui de 1 à RM. On voit donc que le rapport de 
l’unité au rayon de courbure, eft la limite du rapport entre l’arc a C Sx l’arc MM' 
de la courbe ; ou ce qui revient au même, qu’il eft la limite du rapport entre Ieÿ 
différences de l’angle AIKA , formé par la normale AIR Sx la ligne des abf- 
ciffes, Sx de l’arc AAI de la courbe. 11 faut remarquer que lorfque la courbe eft 
concave , comme dans la figure ci-jointe, les angles que forment les normales 
avec la ligne des abfciffes , vont en augmentant en partant de l’origine des cô-or- 
données ; Sx qu’au contraire, ces mêmes angles vont en diminuant quand la courbe 


eft convexe. De plus, en nojnmant — , — les limites des rapports entre les dif- 
, _ P 9 

férences finies de l’arc AM & de l’abfciffe , de l’arc AM Sx de l’ordonnée (n®. 143), 


on a fin. AIKA = , cos. AIKA — éL ; d’où l’on tire , en nommant R le 

rayon de courbure, 

-v f ■= limite de ^ limite de — ~ + limite de — — — — • 

A \ A AM J A y A x. 

a(L) 

Mais en regardant A x comme confiant, limite de — V , 

Af-O 

limite de _V ’ 


Ay 


• 1 


_ ‘J_-9‘ . donc R = q: ?i_ _ zf f , ou fim. 


Partit 1 , 


• r 


p • 


,q — «J 


li 
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plement R == + LL -. , car les deux exprefiions font identiquement les mêmes , 

& l’on ne perdra pas de vue que le ligne — • efl pour la courbe concave & le 
ligne -f- pour la courbe convexe. A caufe des triangles femblables MP K, M QR , 

on en tire facilement AJQ =,-h ~ , QR — -H -- • • 

(17S). Si la courbe propofée eft la parabole ordinaire qui a pour équation 
y' = ax , d’où l’on tire 


1 — a > 
F 2 V a x 

on aura R = 


s V-i-i-t-a y —« ‘ __,. 4 ' + 4 ' 

= ! ■ —j — . ~ — I X , 

P iV x P 4 x V * V 4 X a ‘ “P 

LüL±_lf, MQ_ = V~^ -h 4 * vT * > Q* = x i; 

2 V d 41 


Mais en faifant x = O dans l’exprefiion de TJ, on en tire AB = — : c’cll pour- 


quoi fi l’oit nomme t &c u les co-ordonnées perpendiculaires RE & ER, on aura 

t 4 * v a j x ; & pour équation de la développée u> = /*, qui eft 

a 16 

celle d’une fécondé parabole cubique dont le paramètre eft les du paramètre de 
la parabole propofée.Nous verrons tout à l’heure que cette développée eft rec- 
tifiable, la parabole elle-même ne l’étant pas. 

(179). Prenons pour fécond exemple les courbes du fécond ordre dont l’équa- 
tion générale peut fe réduire à ay l ~bcx l -+- cx — Q. O11 en tire -J- = — * c *~ - ; 
Sc , faifant a — c = i , 

j 1 / 4C«x’-4-4 t i x — e- t ' __ n'(lt» 4 -t) _ 

P~ ïV -*(«*-»■«) *F 4 («*-e'ïT,)tv' 4 e i,* +4 < i,JT* ’ 


& par conféquent JR = 


((*- 4 <ix- 4 »r')‘ 

2 df 1 


ou , à caufe de 


MX ,, - A,ix ~ AC ‘ x ' , A = iil MA:’. Pour l’ellipfe en particulier, 
a d « 

dont l’équation e(ly =\x C 1 >‘*—x'-), on a a = A 1 , c ==gS e = — 1 A g-, 

£ 

i = A 1 — g* ; partant R = ( h ? 1 hl * ~ 1 L . £)n tire de cette expref- 

fion, faifant x= o, puis x =. h (Ji g. XLlf') , A 3 =s , £>// = 


s 
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Maintenant, à caufe de^=^ T JÏK.' & des triangles femblables MP K, MQR , 

on ai 1 » 1 : h' f + ii / a- — i a 1 : : y : .VQ : : £ ( A — a ) : Q/î , d’où l’on tire 

J- (A a) (ai* — a»). 


/ X 

: P 


C£=^(lhx—.^),£Ii: 

& faifant — 2?£ = r , C £/<=./;, 

/t~/ = (l A A — A*) 1 ,* 1 (A — «)=>(* — a)>. 

On éliminera a , & on aura pour l’équation de la développée de l’cllipTe , 
= A (A — y' A(A— « / ^ ou h (h — «) l = Çh — y , 

qui forme un point de rebroulTcment en //où r = u — h 

S 

( 180 ). Si la courbe propofée eft la demi - ciclolde CZD/ ( n °. 175 ) 


pour laquelle » = «J AÆ 1 >— .** , _L _ v a’ 

• ^ hXzax — x 1 P hXzax — x' 


a h i x 


fl -(a-*K«‘'* + i-a.ii*l 

P* i — ^ 

h{lax — x'y V «* (A-t-i)* — zahix 

( a* • h • 4- i — % a h i x ) 1 


, on a 


£ 


•(A-t-j) — Ax 

À 1 


a Ai («»«-*’)+ (a— *) (a 1 • A -+- <* — zahix) 

qui devient lorfque »'= h, R = i \/T7 . y/ i a — 17 Mais 

= l/ 1 4 V a a — a j fi donc l’on tire (_Aj. Xl.V') la corde 
*= \/ 1 <« • V* 1 a a , on aura R = 1 MK = 1 FE. 

Si dans 1 expreflion du rayon de courbure on fait a= o, on aura R — 4 it ; Sr 
fi i on fait a = 1 a , on aura H = o , ce qui montre que la développée a fotl 
origine en A; îc que fi l’on prolonge le diamètre CE , jufqu’à ce qu’il rencontre 
la develnppee au point H où elle fc termine, on doit avoir EH =. EC. Pour 
déterminer la nature de cette développée, il faut achever le reclanole ER dé- 
crire le demi-cercle AIE Je tirer AI parallèle au rayon de courbure RM qui 
lui* meme efi parallèle a FE , à caufe de A 1 K = FE. Alors les angles A EF , EAI 
étant égaux, les arcs AI & FE le feront ; la corde AI étant égale à la corde FE 
le fera a RK ; 6c fi l’on tire RI , cette droite fera égale Sc parallèle à AK qui 
par la génération de la cicloide eft égale à l’arc FE ou à l’arc AI. Donc la 
développée de cette cicloide eft la cicloide clic-même dans une fituation renverlce. 

( » 8 t ). Nous avons enfeigné à réfoudre généralement ce problème : trouver 
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les limites des rapports entre les différences des quantités variables dont le rapport 
eft donné. Le problème inverfe confifle à remonter des limites des rapports entre 
les différences , au rapport même des quantités. Par exemple , étant donné 

A — ax n , fi on demandoit le rapport entre les variables y St x , on trouveroit 
P . __ i _ i 

eue hors le cas de n = — i, ce rapport eft donné par l’équation, y = — -+-c ; 

* fl -+- I 

t eft une confiante arbitraire qu’il efl néceffaire d’ajouter , puifque généralement 
1 . = a x” ne vient pas plutôt de y = — — , que de y = augmenté 

p fl H” 1 fl -+* I 

ou diminué d’une quantité confiante ( n°. 114 ). Lorfque n — 1 , on a 

A = — qui donne y — a log. x -f- t , ou mieux y = a log. x-t- log. b , car 
P * 

log. b peut également repréfenter une confiante quelconque , ou encore 

y = log" b *‘‘ 

Plus généralement, X étant une fonélion de x St de confiantes, (î la limite 
du rapport — = *X", on aura, hors le cas den = — i,y = — - — Jf*-*-* -4-c, 
St lorfque n = — l , y — log. b X* ; ce qui nous indique un grand nombre de 
cas où l’on peut facilement réfoudre le problème. Repréfentons par -L la limite 


de St AI étant une fonûion de x, propofons A = M ; le problème fera 
a X p 

réfolu toutes les fois qu’on pourra transformer l’équation précédente en celle-ci 

A = a X”. Par exemple fi — = - , hx — , on fera i* ■+- x* = X , d’où 
p f Vi*±x* 

— = -p- i x Scf, = -f- — X ‘.On en tire 
P ' 3 

y =±; — + t = ± — V ( i* ± x» + e. 

4 4 


Si — = Lit/ j on fera g -i- h x -t- i x'- =2 X , d’où 

p u-h A*-t-«**y* 

J = /. H- 1 ix St j? = (g-ï- bx , qui pour 

ramenée à la formule générale exige que e = a h, f— 1 ai. 

Alors y =s b x -4-ix 1 ) '‘ +I +<. 

(181). On propofe l’équation -L =* K x m ( h -f- / x' )' , À' , A., i font des 

P 

<o-efliciens eonflans St m, r, s des nombres quelconques, pofitift ou négatifs , 

entiers 
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entiers ou fraôionnaires. En développant ( A -+• i x’ )' , on trouve 

A'4 -sh'—’ix'+s . i-f- h 1 — 1 i l x l ' ■+■ s • 1~I . 'ZÜ A— i i» xi ' •+■ &c. ; 


il fuit delà que fi s eft un nombre entier pofitif , on aura i- égal à un nombre 
fini de termes de la forme <i x”, d’où il fera facile de tirer la valeur de y. 


Je fais h i x' = A', d’où x — Ç -■ ; ■- ^ r , x« = Ç ÿ ' , 

i- = * C ^ )^- r . «- f- 

faifant toutes ces fubftitutions , l’équation propofée devient 

m ■+* i 

JL — KJP ç x-h ^— * # 

Si?L±Lleft un nombre entier pofitif, on pourra trouver la valeur de y en une 

fonélion algébrique de x 8c de confiantes , ou qui ne renferme d’autres quantités 

tranfcendantes que des logarithmes. Car alors ou 'i— j~— _i fera zéro, ou il fera 

un nombre entier pofitif. S’il eft zéro, ce qui donne m = r — i , on aura 

£ = , d’où l’on tire j = ** ^ + t = 4 ^ & 

r ir 7 J ir(rn-i) ir ;-+-i ’ 

lorfque s = — i , J = log. Ç tX‘ r ÿ = log. ^ A ( A -f- i x r ) ' r 

S’il eft un nombre entier pofitif, on aura -î- égal à un nombre fini de termes 

de la forme a A”. L’équation — = Ax* y/ A i r 1 eft dans ce fécond cas; 

P 

JC / 1 1 v 

en faifant A-t-t x*=: A, on la transforme en celle-ci y = — r ^ A ‘ — hX 1 J , 
d’où l’on tire 

y =77? (3 ■ X *— î h X)Vx+‘ — -£î,(} i* x — ih) ( A -*-sx* 

Donnons à l’équation y = A x“ ( A -f- < x r la forme que voici , 

* = A x ( hx — r i )'; 6t nous verrons qu’on peut encore trouver la 

valeur <ie_y en une fonûion algébrique de x 6c de confiantes , ou qui ne renferme 
Partit /. K k 


u 
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d’a.itres quantités tranfccndantes que des logarithmes , toutes les fois que 
m-f-r > -t- i un nombre entier pofitif. A'mfi l’équation — — K x —' 1 \/ h+ix^ 

ayant été changée en cette autre — — K x~—i \ t h x — 1 -4- o.i fera 

h x — 1 -1- I «=* X , d’oit l’on tire x = îïi (, ~ Â“0 * ’ 

fubflituant ces valeurs , on a £ = — ^ Ç^X 1 — hX , 5 c par conféquent 

y= c — TP^ x, — J X )*=c-- ^jr(î A*—i— xtx-i *. 

( t?3 )JLe premier ufage qu’on ait fait de la méthode précédente, a été de 
l’appliquer à la quadrature Sc à la rectification des ligues courbes , à la meiure 
des furfaces Sc des folidités. 

Soit une courbe AMM' {fi g. XLFI ), 5 c deux ordonnées MP, M'P' per- 
pendiculaires à l’axe AC; je tire une cor AeMM', & je confinais un reft angle 
B APL qui ait AP pour bafe , 6c dont la hauteur AB foit confiante 6c prife pour 
l’unité. Nous avons démontré (n°. ti6) que l’efpace MPP'M' , terminé par 
l’arc MM ' , efl la différence de l’efpace A PM ; or le rapport du trapèze MPP'M'. 
au reétangle LP P K, différence du reétangle B APL, approchera d’autant plus du 
rapport de l’efpace MPP'M' , différence de l’efpace APM, au même reCtangle 
LP P' K. , que le point M' fera plus près du point il/. On trouvera la limite du 
rapport entre le trapèze Sc le reétangle LP P' K, en cherchant ce que devient le 
rapport entre les différences de l’efpace APM 8c du re&angle B APL, lorfque 
A x =s o 6c 4 y = o; c’cfl-à-dire que la limite du rapport entre ccs différences 
efl aufli la limite du rapport entre le trapèze MPP'M' 6c le rc&angle LPP’K. Le 

trapèze efl égal à ^ — — a x , 6c le rectangle à l • A x ; on a donc y - 1 — ^ 

pour le rapport entre ces deux quantités, 6c y pour la limite de ce rapport. 

Donc en nommant E l’efpace APM , 8c — - la limite de — — - , on aura— = y, 

» p ÛX 1 p 7 

6 i il ne s’agira plus que de trouver la valeur de^ en x, au moyen de l’équation 

de la courbe. Si les fukflitutions faites , la valeur de y efl telle qu’en remontant 

au rapport des quantités E 6c x , on le trouve donné par une équation algé- 
brique, la courbe fera de celles qu’on dit être quarrablts exactement, ou Amplement 
quarrablcs. 

( 184). Suppofonsy" = * ; cette équation exprime la nature de toutes les 
paraboles , lorfque l’expofant m efl un nomhre pofitif entier ou fractionnaire , 6 e 
de toutes les hyperboles lorfqu’il efl un nombre négatif. On aura 

1 m-t- 1 

— = ys=x « , d’où l’on tire E = — ; — * m 

p 7 m 1 1 
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Àinfi les paraboles de tous les genres font des courbes quarrables ; il en eft de même de 
toutes les hyperboles rapportées à leurs afymptotes , excepté l’hyperbole ordinaire. 
La quadrature de l’hyperbole ordinaire équilatère, rapportée aux afymptotes , 
en prenant la première abfcifle pour l’unité , dépend de la conftruftion d’itne 
logarithmique, dans laquelle la fous-tangente feroit prife pour l’unité, & c’tft la 
raifon pour laquelle on a donné à ces logarithmes le nom de logarithmes hyper- 
boliques. 

De l’équation y = > on tire J — log. (i -4- ar ) -f- log. I>, ou faifanb 

enforte que y s= o lorfque * = o , y r= log. ( s -f- x ). Mais ^ = 
i x 4- ar* + xi -+- &c. ; donc y = -$- i — x -+- a 1 — *! -£- 8k. , 

x* X* , 

& .y = ± y — — ± Scc. On déduira aifément delà que 


2 X* 2 X 1 2 X' 


l°g- YZTx *= 1 * ■* H — *+* f“ , formule que nous avons 

démontrée d’une autre manière n°. 164. 1 

( 185 ). La formule pour reélifier les lignes courbes eft s e= V P 1 - 4 - 4*. 

Si 1 on voulait favoir quelles font les paraboles qu’on peut rcûifier , 011 le trou- 

veroit en mettant dans la formule précédente pour y fa valeur tirée de réquation 
y" = * , & on auroit — — 3 — ^ m* + m \ Or il eft clair qu’on 

p m ' 1 

peut trouver l’arc AAI exadement dans les deux cas fuivans ; lorfque ^ m j 

Sc a ^ font l’un ou l’autre des nombres entiers polîtifs. 

Ainfi i étant un nombre entier pofitif, les paraboles y li = g l ‘- (-■ , ou 
y l, ~ t' , c=jr 1 ' font reûifiables. Je tire de la fécondé équation 


y — x 


— — x 1 1 1 , & par conféquent -i = 


— ■ J > <m 1 

• y 4 ' -+-* li + '. Je fais j x ^ y 


1 

r aï*- 

li -t- 1 

- * 

r x , — * - — tt 

* P— ü±i| 

Y— 41 1 

L 1 -t- > ) j 

* P— a 

- Gi-s-irJ 


fubftituant ces valeurs , il vient -x = — ' X 1 T X— . -, — 4 ^— n 1 1 1 , 

dont le fécond membre étant développé donnera une fuite finie de termes de cette 
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fotme a A'". Le paramètre étant 1 , !a parabole cubique du n°. 17? a pour 

J 

équation j’ = x l ; on a alors i = 1 & pour la valeur de l’arc + < =3 

(f 

(18 6). Le rayon étant pris pour l’unité , nommons j le finus d’un arc a, on 

aura ( n°. 154 ) — = " , • A caufe de 

* V 1 — 


V 1 —y' 
on a u 


a* j 


1 • y' 

2-4 

LLUl 


'^■tr 

2 • 4 • 6 

» I • IJ' 7 
2 • 4 • 6 • 7 


1 • 1 ■ t • 7 y * 

2 • 4 • 6 • 8 

i - v 7 y* 


4- &c. , 
■+■ » 


2 • 4 ■ 6 • S • y 

puifquev = o doit donner a = o\ Cette férié eft tellement convergente qu’il fuffit 
des dix premiers termes pour avoir un rapport très-approché de la circonférence 
au rayon (n°. 164 )• Aucune çoürbe du fécond ordre n’eft reélifiable; peu d’autres 

t X la . . 

le font ilacicloïdc fimple l’efl évidemment , puifqu’on a — = — — , d’où l’on tire, 

en nommant S l’arc CB de la cicloïde ( fig. XXXI II) ,i = 1 \/ u a;. 
Pour avoir une équation pius générale , &c à laquelle nous publions rapporter 
toutes celtes de la meme courbe qui fe préfenteront dans les applications qui vont 
fuivre, foit tiré une droite IOG , qui fade avec le diamètre un angle m ; puis 
ayant abaiffé la perpendiculaire 1K &c tiré BH , qui fade avec IOG un angle q , 
on nommera CK, h, JH, X, HB ,-T ; alors la formule du n°. ij donnera 
x — h - +■ X cos. m — Y cos. ( q — - m ) ; partant 

<s= i\/ »<* V h -f- ATcos. m — Y cos. (y m ). 

( 187 ). Imaginons que toute la figure ( fig. XLYI ) fade une révolution 
entière fur l’axe AC; &c nommons S la furface décrite pari l’arc AM , laquelle 
furface a pour différence la zone décrite par l’arc MM. La furface décrite par la 

corde MM’ = n ( 1 y -t- Ly ) ^ A ly 1 - , &C celle décrite par la ligne 
LKx=. i t a jt , à caufe de AB = 1 ; on a donc pour le rapport entre ces deu* 

furfaces \/ a x 1 -f- A_y l , S: pour la limite de ce rapport^ — — ■■ 

2 ÛX P 

Mais ce même rapport approchera d’autant plus de fl 11 * I e point M’ fera 

plus près du point Af, c’t(l-à-dire , qu’il a audi pour limite celle tfe - ~ ; Sc (t 

on la repréfente par — — , on aura t = 1 iry \/ p l y 1 ; c’efl la formule dont 

2 3 T p 

on fait ufage pour trouver la furface de tout folide de révolution. 

Si, 
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Si , par exemple , le folide de révolution eft une fphère qui a r pour rayon , 
en a < = r p , 6t.S=iirrx-+-c:i»rrxeftla futface de la calote qui a x 

oA-i — c — ““ — — c --‘ — - ‘ pour la 



.. r • — r J. — — • vu >VI vu VIUI^IIV wv ta Vjuamuv w ^ VA * auuv mw i« 

Q uantité <f, il faudroit faire enforte que S fût nulle lorfque x = r — d, ce qui 
onneroit i»r(r — d) -f- c = o, & S = \w r(d — r -f- x ) ; on feroit en- 
fuite x = r — b , & on auroit pour la furface demandée i* r (d — b). 

Pour trouver la furface d’un paraboloide dont le paramètre — a , on a 

( = x/>V / 4 ai+4‘ St S= i(44Jr+« , )^ + c;8(li l’on veut cette 

> 6 a 

(iirfcce à compter du Commet A y on trouvera qu’elle eft égale à 

*■ .1 tr a % ^ 

6 -( 4 « + a*)*- T . 

( 1 88 ). Je nomme T le folide engendré par l’efpace APM dans fa révolution 
fur l’axe AC ; ce folide a pour différence le folide engendré par l’efpace AlPt'M' 
terminé par lare MM. Cela pofé , le cône tronqué engendré par le trapèze 

MP LM = y [ jyay a ] a x, 6t le cylindre engendré par 

le reftangle LP P K = irAxj on a donc pour le rapport entre ces deux folides 
jy* -+- 3 y A y -a- a>* „ 

j , ot pour la limite de ce rapport^ 1 . Mais ce même rapport 

approchera d’autant plus de —y que Ax fera moindre, c’eftà-dire, que nommant 

~ la limite de - , on doit avoir r = ir y x p , c’eft la formule propre à 

trouver la folidité de tout folide de révolution. 

Si c eft une fphère , on a T = *■ ( l rx **)/», & pour la calote dont la 

flèche eft x,» Çr x* — — ^ , car alors T doit être nul lorfque x = o ; 

dans cette expreflion, je fais x = ir, 6c il vient pour le folide de la fphère 
7 »-r*. Si le folide de révolution eft un paraboloide dont le paramètre = a, 

on a t — w ax p , 6t T = — - — -+- c. Je demande le tronc compris entre l’or- 
donnée qui pafle par le foyer 6c une autre ordonnée quelconque ; dans ce cas T. 
doit être nul lorfque x = — , ce qui donne pour la quantité demandée , 

■* C*‘ ~V(, ) ; fi ce tronc devoit avoir pour hauteur b , on feroit x = ~ -f- b 

& on auroit le foüde du ttonc égal à y ( y + é* Si le folide a été formé 

Part it /, 
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par U révolution d’unefp.ice e'..iptique ou hyperbolique autour de l’axe la ; à 
"**» 

caufe de y 1 = — r ( l a x -4- x l j , on a t — — î“ (i a x ~f- x l ^ j> , &c 


T =5^(3- at-4-a>) -4-f. 


CHAPITRE V. 

Usage de la méthode des limites pour 

DÉMONTRER LES PRINCIPES DE LA M É- 
CH AN I QU E. 


Du centre de gravité. 

(. 89 ). TT O u s les corps font pefans. Abandonnés à eux-mêmes , ils defeendent 
fuivant des direÛions perpendiculaires à a furface de la terre , ou qui tendent 
à-peu-près au centre de cette planète , que l’on fait être un fphéroïde très-peu 
différent de la fphère. Les corps qui font à fa furface ont trop peu d’étendue, 
relativement à la grande difiance de fon centre, pour qu’on doive avoir égard aux 
très - petits angles que font entr’elles les directions des parties qui lev compnfent 
confédérées comme de petits corps pefans. On peut donc fans craindre aucune 
erreur fenlible, regarder toutes ces directions comme parallèles; 8»; quoique la 
pelànteur n’agiffe pas également à différentes diftances du centre de la terre, qu’elle 
augmente ou diminue en même raifon que les quarrés de ces diftanccs augmentent 
ou diminuent, on peut, fans craindre aucune erreur fcnfible, n’avoir aucun égard 
à la différence de pefanteur rl’une partie à l’autre d’un même corps. Ainfi nous 
regarderons la pefa .teur de toutes les molécules de matière comme une force 
confiante, &c les diicétions des poids de toutes les parties d’un même corps comme 
parallèles entr’elles. 

Or on démontre dans les traités de flatique que lorfque les forces font parallèles, 
que'que fituation qu’on puiffe donner au fyflême d'un nombre quelconque de 
c. rps , pourvu qu’ils conter vent enti’eux les mêmes diAances, les directions des 
rélultantes fe couperont toutes en un même point. Il y a donc dans tous les - 
corps un point tel , que fi l’on fufpend ce corps par un cordon dont la direâion 
prolongée pafle par ce point, il demeurera immobile dans toutes les fituations 
poll.bles ; c’eft ce point auquel on a donné le nom de antre de gravité. 

( 190). On appelle mnnuns les produits des forces par les diftances de leurs 
dirtétions à un poi.u, à une igné, à un plan ; &t l’on démontré que lorfque les 
forces font parallèles, fi elles font placées d’un même côté du point , de la ligue 
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Ou ou pian , la fnmme de leurs momens particuliers eft égale au moment de la 
réfultante ; mais que lorfque ces forces font placées de différens côtés, la ditférence 
entre la fomme des momens des forces placées d’un côté , Si la fomme des momtn* 
des forces placées de l’autre côté , eft égale au moment de la réfultante. 

Cela pofé , la courbe AME (fie. XLVIl ) étant regardée comme un corps 
pefant , ii on la fuppofe compoféc de parties telles que MM' , St qu’on imagine 
deux axes perpendiculaires entr’eus Ah , A D ; on aura le momtnt de la ligne 
entière par rapport à chacun de ces axes, égal à la fomme des momens de toutes 
fes parties par rapport aux mêmes axes. On pourra dire la même chofe de l’efpace 
A DE , de la furf»ce décrite par l’arc AE dans la révolution de la figure fur l’axe 
AB , du folide engendré par l’efpace AP.E dans la même révolution. 

(191). Je prends fur AE un arc indéterminé AM, & j’imagine que le centré 
de gravité de cet arc eft en C , que celui de fa différence MM' eft en (.' ; je 
mène aux deux axes AB , AD les patallèles CK , CO ; CR, C'S. Il eft clair 
que les momens AM ■ CK , AM ■ CO ont pour différences MM' • C'R, MM' • CS; 

c’eft-i-dire, que A - ^ ) = C'R , & que K^AAl.CO) Mais lorfque 

A x = o, C'R devient AP, & C'S devient PM ; donc , nommant s l’arc AM, 

lim. _ ( •' . ) = x , lim. A G . ' =/y, d’où l’on tirera CK, CO, & la pofi- 

tion du centre de gravité de l’arc AM-, . 

Suppofons que C Je C' foient les centres de gravité des efpaces APM, MPFM' ; 

f in A f APM • CO ) . 1 f .. . - . 

CR, — • - ,- Ali .. — C J . Mais lorfque A x= O , 


on aura£l^ A Ll£ZQ 

A ASM 


A APM 


C'R devient AP Sc C'S devient — 1 — , puifque le centre de gravité d’une ligne 

, ' ' ‘ } V "ai- .S 

droite eft dans fin milieu ; donc, nommpnt E l’efpace APM^km. A -a£i ££) — x. 


lim. 


A (E‘iO) 


A E 


Les centres de gravité des furfaces décrites par AM, ■ MM ' St 
gendrés par les efpaces APM , MPP'M' , dans la révolution 1 


des folidet en- 
de la figure lue 

l’axe AB, font placés dans ctt ..xe. Soit en , O ôi S les centits- de gravité des> 
furfaces déc.-h es par AM & .Mu'; en nommant S la furf.ee décrite par AM , 


on aura 


£afyfct lorfque A x = o ,lim. 1 A - Vf * = 

A ii 


= x. 


Si les points O S font les centres de gravi é des foüdes engendrés par les 
efpaces A PM, MPt'M!- ; en nommant x le Solide engendré p.r l’e.pac cAPMÿ 

- ~ ' — SA , ÛC. lorfque a x ■= o , lira. — > ma : — »■ •*- - 


AS 


A £ 
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(i9i).Vi AM eft un arc de cercle qui ait a pour rayon, c’efi-à-dire, fi 
y =s, la x — a: 1 ; en défignant par — les limites de 


A F * £ if if, on aurai- = 


P F. P F F 
a — x 


V % a x — - x*. 


= 1 v a> — = * ( i a x — a: 1 ). 
P 




AÏ * &x* *x* F Via* — x 1 ' P 

_!_=>/ 2HX — X , — 

P P 

„ .. Afr.CK) a* 

Partant hm. — - = — _ — » 

Via* — ** Via* — * J Via* — * 

d’où s ■ CK=xas — ayU CK=a~‘-L : lim. ^ 

j . CO=<*x 6c CO = 1* ; lim. M £ ' CAr _L = * y/iax^—ay/ iax — x* 

S A * 

— ( a — — x) \/ za* — je 1 , d’où £ ■ CK = a E — ^ Sc C À = a — 
lim. A(£ ~ (r0 ) = a*— d’où £ • CO = — 6c CO = LüLl^iî : 

A* a’ i»-} i-}£ 

lim. if i£LL = i gr «x, d’où 5 -xtO = ir ax l 6 i AO =x= JL : 


A X 


lim. — If-— — I «= V (l a x* — x' ) , d'où S • a^O = *■ ü— — — } 
U AO= lii-=JÜ. 

. Ha — 4 * 

Nous avons déterminé les confiantes arbitraires de manière que chacun de ce* 
momens fut nul lorlque x = o. Mais fi l’on fait dans les exp' eflions de CK ,/tO, 
x— \a,y — o, on trouvera que les centres de gravité de la circonférence, 
de la furface du cercle, de la fur face de !h fphè-e , de la fphê-e , toutes étant 
conlidérées comme des corps homogènes, font placés au centre même de figure. 

(193). Si l’arc AM appartient à une parabole qui ait pour équation^'ese*,- 

i caufe de — = , °n aura lim. ifil££> = * 

P ' i V a x A * iv'j* 

Soit A une confiante indéterminée 6c X une fonélion inconnue de x ; foit aufii 

repréfentée par — la limite de tJi , on fera x v 1 — =xA L— -f- U , 

P ^ x IV a* P F 

f 4 < > j 

d’où l’on tirera — = (x — A ) f 4 a x . Nqus fuppoferons que X peut 

P 1 V a* 

Être de cette forme B (+«* + x 1 )” B étant un co-efficient confiant 

» ‘ ~ ‘ qu’il 




S 
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qu’il s’agit de déterminer , auffi bien que les nombres m St n. Alors nous aurons 

(* — ■'O — — — B ( 4 m a ( 4 a x -f- a - ) m — * { a x') n -f- n a 

2 Vax \ 

(4«i + ü 1 )* (ax)”— , St divifant les deux membres de cette équation 
— 4 * *-*-“ — A= S ma B (4 ax a 1 ) * ( ax ) * -f- 


par 


a V ax 


inn5(4nx+iji) (ax) *. Puifque ces deux membres doivent être 
identiquement la même chofe , il faut que dans le fécond il ne fe trouve d’autre 
puilTance de x que la première, ce qui arrive lorfque m=z± fit n — 1 ; jlors on 

* x — A = 16 a' Bx-\- *' B , d’où l’on tire B= 1 _ A — Donc 

16 a ,6 


. (t<*' 


16 a 


y/ ax,Scs. cjg == kîi.r« , ) r i/77-îi. 

1 Ô 4 * 16 


Mais on tirera plus facilement de l’équation lim. à i s ' co ) — v + 

Ax 1 ’ 

i 

la valeur de s • CO = jj / ici , comme dans les calculs précé- 

dens St dans ceux qui fuivent , la confiante arbitraire fe détermine de manière 
que le moment foit nul lorfque x — o. Nous continuerons de faire les fubfti- 
stutions tirées dé l’équation de la parabole 6t nous aurons, 

t™. Ai£i££l = .t 5, cr = i , , liln . *i|ÿ£i = " & co= 
! V / a x ; lim. =TxV , 4Aai + ASS{.y -AO — (éxx—a*) 


A * 

i -.1 


( 4 « -t- A') t + ~ : lim. — ( * ' ^ = TÆ x% S il . AO =: 1 If.’ 

• O A X * 


mouvement accéléré ou rètardé. 


(194). Si les lignes PM ,P’M' , Stc. parallèles cntr’elles St que nous fuppo- 
fom repréfenter les efpaces parcourus pendant les temps AP , AP', Stc. font à 
une ligne droite A MM' (fig. AL PHI ) , le mouvement eft uniforme , puifqu’alors 
les efpaces parcourus font entr’eux comme les temps employés à les parcourir. 
Deux corps fe meuvent uniformément ; ils parcourent dans les temps AP, AP', Stc. 
l’un les elpices PM , FM' , &c. l’autre les efpaces Pm, P'm, Stc. : il eft clair 
que les viteffes de ces deux corps font en tr 'elles ::PM : Pm, ou :: P'M' : P'm, Sec. 

Mais , à caufe de AP : A F ; : Pm ; P'm , Pat j ces viteftes font donc 

Partie I. Mm 


s 
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entr’elles : : PM : : : ^ •' ~p ; c’t ft - à—di rc , que les vîteffes de deux 

corps qui fe meuvent uniformément font entr’eiles comme les efpaces qu’ils par- 
courent dans des temps quelconques , ces efpaces étant di viles par les temps em- 
ployés à les parcourir. 11 n’eft pas moins c'air que les forces motrices font cntr’elles 
comme les produits des maffes par les vîteffes; en forte que li l’on nomme M , m 
les mafles, F, /les forces motrices , U , u les vîteffes , T, e les temps, £, t le* 
efpaces parcourus , on doit avoir ces deux proportions 

F:f\: MU: mu, U 

j ’ T t 

qui renferment toute la théorie du mouvement 'uniforme.' 

(195 . Si ces lignes PM, FM' ,P l M’, Sic. font à une courbe ( fig.XLIX ) 
BAIM Al" le mouvement eft accéleié ou retardé, félon que la coutbe eft convexe 
ou concave vers AC. Je fuppofe que le mouvement foit accé.éré èi qu’à l’inflant 
même où le corps finit de parcourir la ligne PM, il vienne à. fe mouvoir uni- 
formément avec la vitdTe qu’il a en M. Je tais Pp^- P J'', îx des points A l (si m 
je mène parallèlement à AC les droites MN , mn. Cela pofé, fi l’on prend Ne 
pour repréfenter l’efpace que le corps parcourroit uniformément dans le temps PP' 
avec la vttefle qu’il a en Al, cet elpace fera plus grand que l’efpace A In qu’il 
a parcouru effeffivement dans le temps Pp= PF, (si moindre que J’efpace NM' ; 
il faut pour cela que M t foit tangente au point A' . En effet , Me étant tangente 
au point A/, fi l’efpace que le corps parcourroit uniforn èment dans le temps l‘P' 
pouvoit être moindre que Ne (si = N t , par exemple, en tirant t M h (si la 
parallèle h g à AP, on auroit Ner=z M g, & moindre que Mn ; ce même efpace 
ne peut être plus grand que Af & =; A f, car en tirant il tel, on peut fuppoièr 
que cette ligne rencontre une des ordonnées de la courbe en un poirt £ ,, 
tellement fitué que A ' E foit plus grand que N' K , ce qui donneroit l’efpace que 
le corps parcourroit uniformément dans le temps l’Q plus grand que celui qu’il 
a parcouru dans le même temps avec un mouvement accéléré. Donc Me efl 
néceffairement tangente au point Al; d’où il fuit que fi nous nommons AP, e , 

l’efpacc P AI, t, on aura = lim- — . Mais ^LL eft l’expreflion de la vîteffe 

au point AI , puifqu’en vertu de cette viteffle, le corps parcourroit uniformé- 
ment l’efpace Ne dans le temps AIN ; donc , nommant u cette vîteffe, on aura 

u = lim. — . 

A t 

(196). Nous défignerons par ÿ la limite du rapport —f, & par 
.î, , , Ç , &c. les limites de ^ , &c. , Ar étant confiant. Nous 

remarquerons enfuite que l’efpace e Al' eft celui que le corps a parcouru dans le 
temps PP' de plus que l'efpace Ne qu’il eût parcouru uniformément avec la 
vîteffe qu’ila eu Al, c’eft donc cet efpace que la force accélératrice ferait parcourir 
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au corps dans le temps PP', Ci au commencement de ce temps il n’avoit aucune 
viteffe. Soit P P'=P'P‘^=bt, c’eft-à-dire que a/ eft confiant ; & P' M' szt+At , 

P'M” = «-f - 1 caufe de Ni = ÿ a t, on aura P'cs=c-\- ~ \ t , 

6c r M'r=s a c — i ar. Mais 'n°. i6i)A« = -i-At + -1-j a r‘-| — Afi-l-5cc. t 

» k l a* î*3 S J 

donc = V, -) 1— . A t -f- Scc. Nommons ç ce que devient ce rapport 

t M' „ , 

— r au point Al, 6 c nous aurons p = — . 

ai ‘ ’ T il* 


En défignant par y la limite du rapport ^ , nous tirerons de l’équation 

uz=z -L , celle-ci — — —, ; donc p = 6 c p = u U -, Il eft clair qu’au lieu 1 
» I # 2 6 11 * 

de fuppofer le mouvement accéléré , Ci nous l’avions fuppofé retardé , nous 
aurions trouvé p , p = — ^ & p = ■ — ■ u Nous remarque- 

rons que p eft ce que les géomètres nomment la force accélératrice ou retar- 
datrice. 

(197'. Au point M' je mène la tangente M c' , 6c je tire la corde MM' u i 
i M eft l’efpace que la force accélératrice feroit parcourir au corps dans le 
temps P'l ,t , li au commencement de ce temps il n’avoit aucune viteffe. Ce que 

devient le rapport — r , lorfque atzco , eft ce que nous avons nommé la force 


accélératrice ; d’autres fois on donne ce nom à ce que devient le rapport - — , 

a 1 g 

lorfque Ar = 6 : or comme t' il/ n’eft point égal à u M’ , il faut bien prendre 
garde 1 ne point confondre ces différais rapports dans l’etlimation des effets des 
forces accélératrices , 6c dans la comparaifon de ces effets entr’eux. 


En abaiffant la perpendiculaire M'O, on trouvera que nt'~At lim~ ^ s f ) 
donc t' AP = a« -f- a 1 t — a t lim. M*-*- At ) t & mettant ( n°. 161 1 
pour Ae, a 1 t , lim. leurs valeurs , on aura 


&c. 


= - h — - 

al* 3 *> 

Pour calculer u À F, \e remarque que P u e -+- i a, e y & par conféquent 
que u Al" — a - e , c’eft-à-dire , que u M eft ta différence du fécond ordre do^ 


\ 
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l’efpace ; donc ‘y a/ + 6cc. En cherchant les limites des deux 

rapports - 6c '—~r , on trouve pour la limite du premier rapport -h t , 6c pour 

la limite de l’autre rapport 1 ; ces deux limites font donc entr’elles : : i : 1 ; 6c 

fi un des effets a été calculé en regardant une de ces limites comme l’expreflion 
de la force accélératrice , il faut calculer l’autre effet dans la même hypothèfe , 
autrement on courroit rifque de faire le rapport des forces doubles ou feulement 
moitié de ce qu’il eft réellement. 

(198 ). Il fuit de ce que nous venons de démontrer que fi un corps dont la 
maffe cil m , animé par une force p, a parcouru l’efpace c dans un temps t , on 

doit avoir, en regardant a t comme confiant, rt 77= » * e ^S ne * tant 

pour le cas où le mouvement eft accéléré , 6c le figne pour le cas où il eft 

retardé ; 6c fi « eft la vitefie qu’avoir le corps à la fiu du temps r, on aura de plus 

u = ~ , t? + mu — . Cela eft vrai dans la fuppofition de la courbe rigou- 

reufe •, mais dans la fuppofition de la courbe polygone , on auroit 

m % • U • - . 

♦ = ± ? = ± «« 7' 

( 199 ). Soit p une force accélératrice confiante , telle que la pefapteur à une 
hauteur peu confidérable relativement à la longueur du rayon de la terre , on 
aura , en déterminant les confiantes arbitraires de manière qu’elles foient nulles à 


l’origine du 


m ■ 

mouvement , içr = + — , ^ r 1 


-+- m e; 6c dans le cas de la 


courbe polygone p t’- = + 1 m e. Maintenant pour comparer toute force 
accélératrice ou retardatrice avec la pefanteur nue nous nommerons p ; foit T le 
temps qu’un corps pef.int niettroit à tomber de la hauteur g , on fera , 


dans l’hypothèfe de la courbe rigoureufe f-r : Hh 
dans l’hypothèfe de la courbe polygone y s : + ~ 


T’ 

m p t 

F: 

** 

T' 

m p t 

j>-?=±r s 

"V 


D’où il fuit qu’en défignant par m le poids de la molécule , ou le produit de fa 
maffe par la gravité, par g la hauteur dont la gravité feroit defeendre un corps 
dans un certain temps pris pour l’unité, on pourra fubftituer aux dernières formules 

celle-ci ? = ± l~ g ’ p’ 

(100). Ces formules ne fu ffifent pas pour mettre en équation les problèmes 
relatifs aux différens mouvemens qu’un corps peut prendre en vertu des forces qui 
Raniment ; il faut les joindre à queiqu’autre principe qui ne foit pas identique 

avec 
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avec ceux-là. Si, par exemple, je me propofois ce problème : Un corps dont la 
mafle eft m fe mouvoir dans la direction T /avec une certaine vîtefle, lorfqu 'arrivé 
au point A , il a été détourné de cette direélion par une force tendante vers un 
centre S (fig, L ), 6c a été obligé de décrire l’orbite curviligne^/* qui eft toutf 
dans un même plan. 

J’imaginerois le corps en P , & de ce point j’abaiflerois fur SA une perpendi- 
culaire P M ; puis j’aurois recours à ce principe de ftatique : fi un nombre quel- 
conque de forces , toutes dans un même plan, agiftent fur un corps, on peut 
toujours les réduire à deux dont les directions l'oient perpendiculaires entr’elles. 
Nous pouvons donc décompofer les forces qui agiftent fur le corps m en deux 
/* & Q, dont l’une agit dans la direâion de SM , x , l’autre dans la direction de 


MP, y; & defignant par -j- » p * y > jr , les limites de ^ 

*’ A,, mouvement accéléré nous donnera ces deux équations 


/> = 11^ o -, TJ., 


t 


A y n'y 
A» ’ Ar\* 


(101). Je prends fur PS une partie Pf/ pour repréfenter la force centrale que je 
nomme P; je nomme auffi PS , l’angle ASP , C, lim. , y , lim. » 


~ x , lim. ~ , y , lim. jy « jt ; puis ayant tiré UK parallèlement à SM , j’ai 

cette proportion y : P K : Kl/ : : P S : PM : M S il x : fin. C : cos. C , d’où 

PA— K fin. C , KU = — P = y cos. C; 6c les deux équations 

précédentes feront d’abord changées en celles-ci 


”ï>=—y cos. c, = - y fin. c. 


2f 


On multipliera la première par cos. C, 6c la fécondé par fin. C, puis on les 
ajoutera enfemble , ce qui donnera mp cos. C -H mq' fin. C = a y fl*. 


On multipliera la première par fin. C, 6c la fécondé par cos. C; on retranchera 
enfuite la léconde de la première , 6c on aura mp fin. C — mq cos. C = O. 

( loi ). Le triangle reftangle SMP donne x = [ cos. C , y = { fin. C ; donc 
p m Z cos. C — i B fin. C , q = Z fin. C -t- { B cos. C , 
p — Z' cos. C — î Z B fin. C — { B* cos. C — { fl' fin. C, 
q =r Z’ fin. C -+- x Z fl cos. C — 4 fl» fin. C -4- { fl' cos. C. 


On tire delàm (/>' cos. C j’ fin. C ) = m (Z' — { B x ), 

m ( p fin. C — q cos. C) = — m ( î Z fl -+- jfl’). 

En fubftituant ces valeurs dans les deux dernières équations du n°. précédent, on 

a y 

les change en celles-ci Z' 4 B 1 = — — fl 1 , iZfl + jfl 1 = o. 

Mais le premier membre de 1 a fécondé équation étant multiplié par q , n’eft autrç 
Partit /, Nn 
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cliofe que la limite du rapport 
tante arbitraire. 


£k I 


i donc 


CI — 


h, h étant une conf- 


xV 


( 103 ). Pour tirer de ces deux équations A 9 & Z’— — { 5» = — . — 9* j 

celle de la trajeéloire (|ut décrit le corps , il faut éliminer 9 , puifqu’clle ne doit 
renfermer que j , £ &e les limites des rapports entre leurs différences finies ; fk fi 
nous croyons nécefïaire de regarder dans Cette équation une des différences pre- 
mières comme confiante ; il faudra faire varier a t , puifque dans un meme 
problème on ne peut regarder en même temps deux différences premières comme 

TL' £'~ 2 K Z' 

confiantes. Or dans l'équation ^ -p- — — — , -jî efl la limite de 


(t) 


ti« la déterminer en regardant 

comme variables , on représentera par la limite de , 5 c on aura 
Z' Z f 

pour celle qu’on demande jr j- • -y,- On fera cette fubftitution dans l’équa- 

~~ Z >’ B * 1 y 

y pï — î p- = — -jj- , 61 dans laquelle 

I** 


tion précédente qui deviendra y 


il faudra mettre pour 9 , 9' leurs valeurs tirées de 9 = i— f en regardant oCcomme 

confiant. Dans cette hypothèfe t' = — l’équation dont il s’agit fera donc 

• t 11 . %•' 3. Z* I 1 V r* 

Changée en celle-ci w - ^ - - = — — • 

( 104 ). Soit ÿ = r, d'où l’on tire, en défignant par 1, ~ les limites des 
A f A 1 t Z. R 2 .' ,7* R* 

ra PB° r, 5-c> Jr’ — ra * y ' — + ? F = *• & * füh{l,ta3nt 

ces valeurs , 1 équation de la trajeâoire fous cette forme beaucoup plus (impie 

R’ , iV 

F "*• r= ITT?" 


( 105 ). Je nomme l’arc AP, s, feûcur ASP, S, lim. , -L , lim, £4, JE ,• & 
ayant tiré un autre rayon ve&eur Sp , une corde Pp U une perpendiculaire SO 
fur cette corde , j ai le rapport — £ — ^2- qui a J a même limite que Mais on 

trouve la limite de la première quantité , en mettant pour P -P- St pour SQ 

A » 7 £ 
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U perpendiculaire fur la tangente y tout fe réduit . donc f .ttouver. I4 petpenditu-. 
Lire fur la tangente. 

Or en regardant PO comme la tangente que nous fuppofefofis ( f*ire pvgq U 
ligne des abfcifles un angle f , on > 1 : { : : fin. S l'O : SO &t iîh. SJ O zur. fin. 
( C r ) =11 fin. C cos, T -+- cos. C fin. T.; de plus-( n u 143 ) 

, , 1 * * . . . -S ' L / , ■ • - ; 

fin. T = 3 L cos. 7 " = — - , en faifant attention que dans la figure lorfque 

*■ ' : ’ • • . : " .> - 

les y augmentent les x diminuent; donc .ÎO — f t co * — — ! 6g 

. • ‘ •!<• r 

î_ .1 1 C8t ' * ~ F * f -~- ■* . On mettra pour a 6c p leurs valeurs trouvées 

H i S ■ r 7 - ' 


n°. loi , & on aura = Î-. Ainfi l’équation ï —2 = A , devient H = — ; d’où 
. ' B 1 ♦ *. . qqnl . * * 

fuit cette propofition très- connue des aftronomes, que quelle que foit la force 
centrale, les aires décrites par le, rayon veâeut ions proportionnelles au temps. 


(106). On peut la démontrer indépendamment dés calculs précédens de la 
manièro luivante. On fuppofe le temps divifé en un certain nombre de parties , 
2 g que la force centrale n’agit pas continuellement, mais d’inftant en infiant. Or 
fi le corps en fe mouvant uniformément a parcouru dans le premier- de ces. infr 
tans la corde A a , dans l’inftant fuivant il parcourra a b' zzz yl a , fi rien ne len 
empêche. Mais il eft détourné de cette direélion par un coup de fa force centrale , 
& il eft obligé de parcourir la corde ad qui eft la diagonale du parallélogramme 
a. b a b'. Arrivé en a il parcourroit dans le troifième inftant d e' = ad , fi un 
fécond coup de la force centrale ne l’en détournoit , 6c ne l’obügeoit de par- 
courir la corde d <»" qiji eft la diagonale du parallélogramme d c' a" c ; 6c ainfi 1 
de fuitç. Il eft à remarquer premièrement que le corps, en. fe mouvant de cette 
manière, eft toujours dans un même plan ; fecondemcnt, que le potvgone qu’il 
décrit eft concave vers le centre S; troifiémement , que le triangle a Sa, qui eft 
égal au triangle a S b', eft aufli égal au triangle ASa , que le triangle aSa\ qui 
eft égal au triangle dS d , eft égal au triangle a S d, 6c ainfi des autres. 11 fuit 
évidemment de la dernière propofition , que deux portions quelconques ASP, ASQ 
du polygone décrit autour du centre S , font entr’elles comme les temps que le 
corps a mis à aller de A en F 6c de A en Q : or comme cela feroit encore 
vrai, quelque fût le nombre des côtés du polygone, lequel nombre on peut faire 
aufli grand qu'on voudra , en prenant pour l’inftant une aufli petite partie du 
temps qu’il fera néceflaire ; il eft démontré que les fréteurs ASP , ASQ , qui 
font les limites des portions ASP, ASQ de tous ces polygones , font entr’eux 
comme les temps que le corps a mis à décrire les arcs AP fcc AQ* On- tire 
des deux premières propofitions que la trajcâoire doit être toute dans un même 
plan, 6c que de plus «lié doit être concave verf le centre.. 

(107). Le principe des aires proportionnelles au temps, combiné avec une des 
formules du mouvement ft tardé, doit conduire à la- détermination de la trajec- 
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toire. Pour y parvenir nous lui donnerons cette forme ij- =r A, où nous met- 

s V 

trons pour 9 , — , & enfuite pour u fa valeur tirée de l’équation uU— — Z. 

A caufe de < = V Z 1 -+- V B 1 ( n°. 1 47 ) , C B = —^ S - , d’où l’on 

rz- h' » „ *y 7 h'zr ih z* y z 

" re “ , = ^ + P ^ uU — ~^ 1 — ~ 7>fi‘ t’ 

. z*” - a z* 1 » r »» . 

Cette équation n’eft autre que celle - ci — — ^ gi — - — '*«» 

4 laquelle nous avons été conduits par la première manière de mettre le problème 
en équation. 

(108). Nous fuppoferons F = LL , K étay une quantité confiante , 8c nous 

aurons « 17= — 1* • — , d’où u* = i étant la confiante arbi- 

« î l m C 

4 k . y z» . y y z i . . . 


traire. Donc i— - + a i — -+- — > -ÿ, 1 * C* 


1? t« — * i r» 


n i 


8c fi = 


9 Z 


J . 4* 

Nous ferons comme ci-deffus ( n*. 104 ) = r, 8c nous aurons 


fi 


Soit hr— = f , litn. ■ 


2_. 
fi » 


t/a < 4- ipr— â* »* 

à caufe de A l r*-f-±^r= — , l’équation précédente fe chan- 

m m n 

, de laquelle on tire ( n°. 154 ) 


géra en celle-ci fi s= — , 

b~P ~ r ’ 

que C-4-» , n étant une confiante arbitraire, efl égal à l’arc qui a pour cofinui 
t 


V *»' 


n . * ^ » / , ; 1 . cos. (C+»)| 

. Donc /, =ihr — — V 1 ’ + .'i 1 v 

4 K* 


m l A 1 


donc 


(C4--) 


(109). En nommant é le rayon ye&eur qui pafTe par le fommet de la courbe 


Digitized by Google 


t T OU CALCUt lüTiCRAÜ 


*45 


& g la vîcefîe du corps à ce point , on tire de l’équation Æ -f- i / , 

i =■ £- — —A Si de plus on fuppofe qu’à ce même point la tangente eft 
perpendiculaire au rayon b , à caufe de ~ = — — b . , on aura h = En 
mettant les valeurs de A fie i dans i i -f- iA , il vient 

f» * il * 


a£ 

b m 


î A ' 1 


m 1 A 
a A" 


s* r* — — a ~ i. — al. Vff*« 

V ^ bng'J V ' t '"g‘S S 


Ç* _ 

' m x ^ î g l ° V» ^ m g 1 

Ainfi , en déterminant comme nous venons de le faire les confiantes arbitraires 
h &c / , on change l’équation de la courbe en celle-ci 

-L — _±A + (' iA_ Vos. (C-f-/r). 

{ m \ mb* t 1 J 

Mais (n os . 31 & 37) nows avons trouvé pour l'équation polaire des feôions 
coniques - = : , ou c eft 1 excentricité ; donc 

—A zcz — c . ~ LA = c — -, , qui font identiquement U 

mb'g* aierti’’ * »Ac ic**’ n 

même chofe te defquelles on tire = H ^ u ' 1 delà ff ue Æ nous 

nommons H la hauteur dont il faudroit que le corps, pouffe conftamment par 

la force -A , tombât pour acquérir la vîteffe g , on aura g 1 = — ic 
m b n b . 

t te tfci* 


» //üz 


(il 


(noj. Nous conclurons de ce qui précède : 

i°. Que dans l’ellipfe, en nommant lu le grand are lc-f-lA, on a 

b* ... " 

i. a • — - j Sc comme i a doit être une quantité pofitive, il efi néceffaire 

b — ri 

que H foit moindre que b pour que le corps décrive une ellipfe. 

l°. Que dans l’hyperbole , en nommant aufli a a le grand are , on a 

1 a = ; d’où l’on tire que H doit être plus grand que b pour que le 

corps décrive une hyperbole. 

j°. Dans la parabole H doit être égal à b. 

(ni). Les planètes principales décrivent fenfiblement des ellipfes St on a 

/i À 2 c + b ii i i £ / 2 À % b c •+• b 1 #-v • j • » 

b V m b c b 9 b y m ç + b 9 

Partit /. O o 
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mant T le temps de toute la révolution 6c A l'aire entière de l’ellipfe 

T = t A y/ JJ . Mais (n°. iji) A:: c+b: yV-p- ib c» 


d’oii A = ■* ( c -+. b ) donc T = y/ JL— . i v (c -4- b) T . 

K étant la fomme des mafles du foleil 6c de la planète , fi l’on peut négliget 
les malles des planètes auprès de celle du foleil , on tirera de l’équation prccé-~ 
dente, que les quarrés des temps des révolutions font comme les cubes des demi- 
grands axes ou des moyennes -di fiances : c'eft une des loix de Kepler; les deux 
autres font que les planètes décrivent des ellipfes dont le loled occupe un des 
foyers , 6c que dans ces ellipfes les aires décrites par les rayons vendeurs font 
proportionnelles au temps. 


(ail). Nous aurons aufli -L. = y/ . . J . ~ V , , ou mettant pour fa 

, {*bc->rb'y I /T - ~ (îic+4’^ 

( * “t -b -H c cos. ( ï -*-«))’ B ’ »A.” 1 ^'(t + 4+( cos. ) 1 

Si je fais cette proportion T : 360° : : t : X , X fera l'anomalie moyenne de la pla- 
nète dont C-4-n ell l’anomalie vraie; on fuppole queC-t-/i ell nul au point ou [=b. 

Donc t = X y JJ— ( c-H b ) ; 6c , nommant la limite du rapport entre les 

différences de X 5 c C , on aura entre l’anomalie vraie 6c l’anomalie moyenne 

cette équation iL = - 

B (c ■+■ b c cos- f » -t- n) ) 

(113). Un corps décrit une circonférence de cercle ( fig. LI) dont le rayon 
= r. Arrivé au point A, fi l’on prend lur celte circonférence un autre point M 
6c que l’on tire Ain perpendiculaire à la tangente AT 6 C la corde AM , lp rapport 

^JL- — -d-J!— aura pour limite la force centrifuge au point A 6c comme 

à ce point l’arc 6c la corde Ce confondent, 6c que la vitefTe ell la limite de 
AM 

, AM étant l’arc ; il s’enfuivra que la force centrifuge au point A a pour 


expreffion le quarré de la vîteffe divifé par le double du rayon, ou Amplement le 
quarré de la vîteffe divifé par le rayon, en calculant dans l’hypo.hèfe de la couibe 
polygone ( n°, 198 ). Nous pouvons conclure delà qu’Un corps dont la 
maife eff m, qui décrit une courbe quelconque, a à chaque point de cette courbe 

une force centrifuge exprimée par JLL f r étant le rayon de courbure 6c u la 

vîreffe à ce point. 

Mais ia couibe étant concave vers l’axe , on a (n°. 177) 


Digitized by Google 


IT DW CALCUL INTÉGRAL. 147 

A (JL) 

T = ,im - — » où ( = yV -+■ q - ; donc , 

■Cf) 


, en prenant pour limite de 


— À cette f I uan,it<î P —„r- L ( n °- *59 ), on 


aura 


’ ? — ? P 


M — IP 


(j-wr 

( 114 ). Je reprends les équations E = ^77 , Q = u=y, defquelles je 
tire, à caufede a* = P -~J- , uU=* PP - ^ (^ 4 - Q? )• On a auffi 

pq qp = — (Qp~P q )&—. = 


Nous remarquerons que Pl ~ Q 1 & P J - - 9 j f ont ] es expre ffi onl Je J a f orce 

tangentielle & de la force normale. En effet ayant mené une tangente A JT 
( fis- LU ) , une normale Al K , une ordonnée perpendiculaire Ai B ht. une 
parallèle Al O à AP , fi on prend fur MP ht MO les parties Mn & Mm pour 
fepiélenter les forces — Q ht P , qu’on achève enfuite les parâllélogram mes 

Mhni, Mtmf; Mi-\- Me fera la force normale, ht AJ f Al h la force 

tangentielle. Mais les triangles femblables Mm, Mem , MP K donnent 

MK : MP : PK:: Mn : Mi : in:: Mm : me : Me, ou ( n°. 143 ) 

< : p : q :: — Q : Mi : Al h : : P : M f : Me , d’où l’on tire 

~ { ■> ~ » M f = ~~ ♦ Me — -y , & par conféquent 

Mi -+- Me = lîEllï t M f- Mh = P -l± 9 d. 

( 1 1 5 )• Si le corps dont la malfe efi m , n’étant animé d’autre force accéléra- 
trice que de la pefanteur , étoit alfujetti à fe mouvoir dans la rainure curvi- 
ligne B ME (jig. LUI ),on auroit,en nommant g la gravité , Q = o, P=-\-mg, 
la forte étant accélératrice torique le corps defcend ht retardatrice iôriqu’il 
monte ; on auroit en outre u U = -4- 1 g p , d’où « l = h 1 -f- 4 g x , h 1 étant 
la confiante arbitraire. On fera attention que dans la figure adtuelle , les je aug- 
mentant les y diminuent , ht que par conféquent p étant pofitif, q doit être 

négatif; il fera facile d’en conclure que yy ^ ~~~ efi la forceavec laquelle la rai- 


nure et! prtffée par le corps. Mais — = ^ 0 j, tou(îs j es différences pre- 

mières font fuppofées variables; on peut donc y regarder As comme confiant. 
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& parce que dans cette hypoihèfe on tire de «'-«=/>* -f- q 1 , pp -h qq = o ,ou 

p — s — , on aura -y = jy Ainfi la force dont il s’agir a pour exprcftion 

— (A*±4g.v) ^ + qu’on égalera à une confiante , lorfqu’il fera 

qucfiion de trouver la rainure pour laquelle la preffion eft la même dans toute fou 
étendue. 


Si la rainure étoit circulaire, à caufe de t y = \/ i r x — a * , on auroit 

— q t — * p V irx — ** . — q r — * 

— — = — , — = f oc par conlequent — 

f Var*— ** f f 1 


La valeur — — -4- mg — deviendroit ( A : 4 g .v ) -p- /?; g • — - — 

m h ' 5 r» » je 


rog. 


(n 6). Une chaîne ou une corde dont les extrémités font attachées à des points 
fixes doit prendre une certaine courbure; pour trouver cette courbure ou la nature 
de la courbe qu’on nomme chaînette, des points fixes B &c D (fig.LlV) & 
d’un point AI pris à volonté , j’abaifle fur l’horizontale AC, les ordonnées 
perpendiculaires B A , DC & il / V ; & ayant mené par les points B &t AI des 
tangentes BT, AIT, je tire par le point T où elles fe rencontrent, une per- 
pendiculaire TO au même axe AC. Je nomme AP , x, P AI , y , l’arc BM, s , 
le poids de cet arc 11, la tenfion de la chaîne fuivant BT, /', l’angle que la 
direétion de cette force fait avec la verticale TO , m. On peut fuppofer que tout 
le fyftcme eft en équilibre; or la chofe étant ainfi , on démontre dans les élément 
de italique, que n : fin. BT AI : fin. OTM. Mais (n°. 138) l'angle TAIP a pour 


t p 

tangente lim. — que nous défignerons par y ; donc fin. TAIP : 


” ’ » V/>‘- 4 - 1 ' 

cos. TAIP — — * : de plus, l’angle OTAI eft le fupplément de TAIP , 

— St pour cofinus , — * — 


il a donc pour finus, • 


O11 a aufii fin. BTAIzxx fin. ( BT O -f- OTAI) 


y p‘-t-i l 

— f lin. m -h p co*. m 


V 


-i' 


donc n : f : : p cos. m — q fin. m: p : : cos. m — -- fin. m : 1 ; d’où l’on tire 

q /cos. m — n . . . , , . . , , , 

--- = ~f — > fi 111 * équation generale de la chaînette. 

Si la courbe eft uniforme dans fa grofieur,on pourra faire n = s, 6c on 

aura 
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«ura y = ^~~j(vn'~ïn~ ‘ d’où ** on , * re » en défignant par ÿ la limite du rapport 


il, e . r . ni — 'f-t-f 11 — r? 

7— 5c fanant a x confiant , — = — Te « ou ■ *= 7-7 

*P P /fin. m I V)|l + f , / fin- 

En repaflant de la limite à la quantité même , il vient V - F - ? = J7~" t A étant 

. . .. . f 1 (h — y) 1 — f' fin.m 1 . p £ (i i n ‘ m 

la confiante arbitraire, -, = /I fjo m , , & ? — v y_yy_f, fin „»* 

Enfin ( n°. 15}) fi { = log. ( A — y -4— \/ A y y 1 — / l fin. w 1 ) , on a 


T z=- — *— ■ ; donc ici 

V (A— y )*-/‘fi n.i » 1 ± 

x= ! — /fin. m log. ( A — A y (A — jr}* — /* fin. ni 1 ) , où i eft une 
confiante arbitraire. 

( 117 ). Ain fi la chaînette eft une courbe tranfcendante conflruûible par la 
logarithmique. Il en eft de même de la courbe du n°. 147 qui coupe le* 
rayons vcéteurs { en faifant avec eux. tous un même angle. Car en nommant ,C 

R 

l’angle du rayon veêleur avec la ligne des abfcifles & ^ la du rapport 

yy , elle a pour équation y = y , d’où l’on tire C = c log. y, où A eft la conf- 


iante arbitraire On verra aifément que cette courbe ne doit pas paffer par le centre 
U , qu’elle fait autour de ce centre une infinité de tours; ces deux propriétés, 
jointes à celle d'être conftructible par la logarithmique lui ont fait donner le 
nom de fpirale logarithmique. 


( 118 ). Je terminerai ces applications par la recherche d’autres courbes 
tranfeendantes auxquelles Jacques Hernouili a donné le nom de courbes élaftiques. 
J’imagine une lame diadique A MB (Jig. LV ) appuvée contre un obftacle inébran- 
lable B , &t une verge inflexible CA qui , étant normale au point A , fait prendre 
i la lame diadique la couibure h AI A îc la retient dans cet état avec une force 
p appliquée au point C. Je prends CA prolongé pour ligne des abfcifTes , &C je 
nomme C.J , c, AP,y t P AI , x. Le moment de la force p eft p(c-f-y), 
& ce moment doit faire équilibre à l’élafticité de la lame au point AI. Cette 
élafticité dépend , fc de la nature de la lame, que nous fuppofons être la même 
dans toute fnn étendue, Sc de fa courbure au point A/, de forte que nous pour- 
rons fuppofer que l’élafticité au point AI eft en raifon réciproque du rayon de 

courbure à ce point, ou qu’elle eft proportionnelle à — y~ , en regardant A y 

comme confiant. Ainfi , en nommant b c 1 l’élafiicité abfolue de la lame, ou celle 
Partie I. P p 
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qui ne dépend que de la nature de fes parties confutuan^,, on aura l’équation 

h'tr 1 , . a , a 

?(‘-K>') = ~ ’ 0U + 

p f’ — 


Mais lim. 


v p l -t- «?* _ 

£>y 


JP 


v p 1 -t-e* ( ”* V 

a P 


donc p ( « -+-.y) — — • é c 1 11m. » d ’ où r ° n tlre i en nommint 

h la confiante arbitraire, ç ^ A -4- cy •+•*- } = — * «* pp~pp' 

Ainlî la courbe élaftique a pour équation 
9 ( h-\-cyJ- ~ ^ 

/- —g v — — ; de laquelle il n’eft pas poflible de tirer 

— p* ^ A -t- cy-+- 

une relation algébrique entre Sc .r, comme nous le verrons dans la fuite. 
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( 1 x 9 )* JLA Géométrie tranfcendante a pour objet de trouver les tangentes 
de toutes fortes de courbes , leurs plus grandes ou leurs moindres abfciffes & c 
ordonnées , leurs points d’inflexion &c de rebrouiTement , leurs développées , leurs 
points multiples , 6tc. ; elle s’étend aux quadratures de ces mêmes courbes , à leurs 
r édifications , à leurs centres de gravité , aux folides formés par leurs révolutions, 
aux furfaces de ces folides , aux centres de gravité de ces furfaces & de ces fo- 
liées , &£c. La méthode qu’elle emploie. pour réfoudre les premières queftions eft 
connue fous le nom de calcul différentiel ; &c l’autre fous le nom de calcul intégral. 
Ainfi, d’après ce qui précède, nous pouvons définir le calcul différentiel, la mé- 
thode pour trouver tes limites des rapports entre les différences des quantités variables ; 
& le calcul intégral , qui eft l’inverlc du calcul différentiel, la méthode pour remonter 
des limites des rapports entre les différences aux rapports même des quantités. 


y 

Nous conviendrons de nous fervir de pour defigner la limite du 


rap- 


port entre les différences du premier ordre des variables y & jr; & 
de j -p* > 77, » 77 -, &c. pour marquer les limites des rapports , 

ÉJ, Z"7’ 77 1 &c. entre * es différences des ordres fupérieurs. Nous appelle- 


rons différentielles du premier ordre les termes d y , d x de la limite ~~ ; diffé- 
rentielles du fécond ordre les termes d l y , d ■ x , d x'- des limites , é j— ; 

différentielles du troifième ordre les termes diy , d'x . dx* des limites -r— , —4 , 

" ’ dx’ dx' 

& ainfi des autres; c’eft-à-dire, que par le rapport entre les différentielles de deux 
quantités, nous n’entendrons jamais que la limite du rapport entre leurs différences. 
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Chercher cette limite, c’eft ce que nous appellerons diffé rentier ; 6c nous don- 
nerons le nom d'équation différentielle à l'équation qui rël'uliera de la différent 
tiation. 

( 110 \ Quelques auteurs, d’après Leibnitz , appellent différentielle la dif- 
férence dont une quantité variable augmente ou diminue continuellement ; 8c 
comme cette différence eft fuppofée infiniment petite, le calcul différentiel n’eft, 
félon ces géomètres, que l 'analyfe des infiniment petits. Nous n’examinerons pas 
s’il eft portable d’avoir de ['infiniment petit d’autres notions que des notions vagues 
6c imparfaites; cette queftion nous eft ubi’olument étrangère, puifque nous favons 
qu’on peut établir le calcul différentiel fur des principes plus évidens. Mais il ne 
fera pas inutile de faire voir que les hypothèfes fur Icfquelles Panalyfë des infini- 
ment petits eft fondée, doivent néceflairement conduite au même téfultat que la 
méthode des limites. 

La première hypothèfe, c’eft qu’une quantité infiniment petite doit être regardée 
comme nulle, comparativement à toute quantité finie. On introduit enfuite des 
infiniment petits de tous les ordres, 6c cela doit être ainfi ; cir fi l’on admet 
que dans un cercle on peut concevoir une corde infiniment petite du premier 
ordre, il faut néceflairement admettre que l’abfcifle ou finus verfe corrcfpondant 
eft infiniment petit du fécond ordre; fi la corde eft infiniment petite du fécond , 
l’abfcifTe fera infiniment petite du quatrième , 6cc. ; puifque le diamètre qui eft 
fini eft toujours à la corde, comme la corde eft à l’abfciffe correfpondante. Une 
autre hypothèfe, c’eft qu’une quantité infiniment petite d'un ordre quelconque, 
eft infiniment petite par rapport à une quantité infiniment petite d’un ordre moins 
élevé; c’eft-à-dire , que la première de ces quantités doit être regardée comme nulle 
relativement à l’autre. Cela pofé, voici la règle que preferit l’analyfe des infiniment 
petits pour trouver le rapport entre les différentielles de deux quantités variables 
dont le rapport eft donné. On cherchera d’abord le rapport entre les différences 
finies de ces quantités; 6c, après avoir fubftitué à la caraftériflique qui dcftgne la 
différence finie , celle qui défigne la différence infiniment petite , on effacera les 
termes qui doivent être regardés comme nuis relativement aux autres. Soit y une 

fonftion de x- S: de confiantes, 6c ^ = A H- B A x -+• Cax ! 4- 6cc. ; après 

A * 

avoir mis dans cette équation d x pour tsx, 6e dy pour Aj', je ne'confcrve du 
fécond membre que le premier terme , puifque les autres doivent être regardés 

comme nuis relativement à lui, 6c il vient = A , comme nous l’avons 

d X 

trouvé par la méthode des limites. Cette méthode nous onfeigne que pour trouver 
le rapport entre les différentielles de deux variables, dont le rapport eft donné, 
il faut chercher premièrement le rapport entre les différences de ces variables , 
ht après avoir fubftitué à ce rapport l’expreflion de fa limite, effacer les termes 
qui font encore multipliés par des différences. N’eft - il pas clair maintenant que 
les règles preferites par l’une Sc l’autre méthode, doivent néceflairement conduire 
au même rélultat ? 

On 
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On aurait pu défi îir le calcul différentiel, la méthode pour trouver ce que 
devi nneiu les rapports entre les différences des quantités variables, lo'fqu'on 
fuppofe q.ie tes différences deviennent nulles ; St cette définition de Euler cft 
tiès-exj£le. 

Newton nomme fluxions ce que nous avons nommé diff'l-cntitl'cs ; &t pour 
défigner la fluxion du premier ordre d’une variable quelconque y, il met au-deffus 
un point , i! met deux points pour défigner la fluxion du fécond ordre , trois 
points pour défigner celle du trojfième ordre, Sic. de la manière fuivante , 

y » y » é>> • nous avons adopté préférablement la caraétériflique de Leib- 

ni’z , qui nous a paru être beaucoup plus commode dans la pratique. Ces deux 
hommes célèbres ont partagé b gloire de l’invention de ces nouveaux calculs ; 
mais Newton en a démontré les règles avec clarté; au lieu que Leibnitz, 
effrayé des difficultés qu’on lui faifoir contre les grandeurs infiniment grandes &C 
les grandeurs infiniment petites, réduifit les infiniment petits à n’être que des in- 
comparables, dans le meme feus que l’on diroit qu’un grain de fable eft incompa- 
rablement plus petit que la terre. Si le calcul différentiel pouvoir être envifagé 
fous ce point de vue, il ne feroit qu’une méthode d'approximation. 

Le ligne dont les inventeurs ont fait ufage pour défigner les différentjelles ou 
les fluxions eff indépendant de la méthode ; nous avons pu nous en pafler afléz 
long- temps. Cependant il fervira à la Amplifier en donnant les moyens d’éviter 
une nomenclature toujours pénible. Nous ne négligerons pas de faire remarquer 
dans la fuite de cet ouvrage combien l’invention d’un figne peut contribuer & i 
Amplifier une méthode, 6c à lui donner toute 1a généralité dont elle eft fu(^ 
ceptible. 

Mais avant d’entrer en matière nous dirons un mot de l’ordre que nous avons 
cru devoir fuivre dans la diflribution de cet ouvrage. Nous le diviferons en deux 
puties. Dans la première nous traiterons du calcul différentiel St du calcul inté- 
gial. Mais en traitant du calcul intégral , nous nous occuperons moins i donner 
aux méthodes toute l’étendue dont elles font fufceptihles, qu’à en faire voir l’ef- 
prit & l’ufagc par un très -grand nombre d'applications. Nous reprendrons ces 
mêmes méthodes dans la fécondé partie, oh nous ne craindrons plus d’occuper 
nos lecfeur» de pure analyfe , n’ayant rien nég'igé dans la première pour les 
convaincre q ie toures les grandes queftions de phyfique-mathématique fe réduifent 
à des problèmes de calcul intégral. 


Partit I, 
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PREMIÈRE PARTIE. 

CHAPITRE PREMIER. 


Du Calcul différentiel. 

(n'VU UELQUES principes qu’on adopte, foit ceux de la méthode des limites J 
foit ceux Je la méthode des infiniment petits, on parviendra toujours à ce ré- 
fuitat : la différentielle du produit x y ell égale à y dx ■+■ x dy (n°. 15a ), Sc 
Cette formule fuffit pour trouver la différentielle d’une fonflion quelconque. 

Nous reprél’entcrons le produit x y par le rrâangîe A RMN ( Jîg. LFI ) , oft 
Al'=xx St PM —y i & nous remarquerons que de quelque manière qu’on faffe 
variera- & T, ces variations appartiendront néceffairement à une courbe RM , St le 
rectangle ne pourra avoir pour différentielle que la fournie des difféientielles de 
l’efpace concave APM St de l’elpace convexe ABMN. Or nous avons démontré 
(n°. 1 8 5 J que la différentielle de l’elpace concave =ydx, que Celle de l’efpace 
convexe — xdy ; do te d ■ xy = ydx-\-xdy. 

(111). O11 tire aifément de cette formule que la différent' elle de ax m , a Sf m 
étant confiant 6c x une variable quelconque, efl égale à amx m — 'A; que 

„ , * «*+•»**, ixdx 

celle de = — — =r_=zr dx 1— , Scc. 


* -t- V -+- x’ 


'd + 


La différentielle du logarithme , ou la différentielle logarithmique d’une quantité 
quelconque, efl égale à la diffcren’ielle de cette quantité 1 , divifée par la quantité 
même. Ainfi la différentielle logarithmique de x -f- yj ( 4 1 -f- x 1 ) efl égale à 

t d X 

Pour trouver la différentielle logarithmique 


dx 4. 


dc 


WG 

yt(, 


Vl-’-*-**) 


d X 


■*) 


p-) — v- r w r y 

■V ( « — *) 


, , rr- , ; v > 3 e cherche d’abord la différentielle de cette quantité 

V C * — * ) 1 

de la manière fuivante. Je. fais v ' t * 1 1 * ) — . y j* 0 ù 

v/ft -t-*) — V ( 1 — v) J » 

V ( 1 ■+■ * ) -+• ( 1 — x ) = y [ V ( » -t- * ) — V ( 1 — * ) ] ; 


differentiant, il vient 
, / d x 

( WV 


‘V (' 

dx- [s/ ( 1 - x) 

*’J-[V (*- 


* v' ( > -S- * ) 

1 d X ^ 

V ( t — *’)• Iv r 1 -r — V (■ — * )]V 


*) 
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Une refît plus qu’à divifer cette différentielle par la quantité même , ce qui donne 
— J * pour la différentielle logarithmique demandée. Autrement , log. 

*V (» — *') 

v ' -( 1 ^ • — y f— - * \ = 1°3- [ v/ ( n- * ) -1- V (•—*)]— log. 

Vu-*-*) - va * — * ) 

[ y* ( i -f- x ) >/ ( i — x ) ]; on tire delà que la différentielle log.arith- 

mtque demandée eft égale à ^ , ( , J A, L ~ , } ^ y . ( , _ , j ’ j ~ 
dx [>/ ( I 4-«) -I- VÇl — *) 1 — ix 


w('— *‘HV («•+•*) — Vl« — *)] *V(>— * ) 

Soit r = ( log. *")” ; cette équation n’eft autre que celle-ci y=z(n log. 

& donne par conféquent dy — —j— ( n l°g. ■*)” 1=3 ~J~ ( *°S- *" ) “ — '• 

Soit encore y = log. log. ar ; je fais log. x = u, d’où d * = du,!*,* caufe 

de ^-x=Iog. u, dy (x= J “ ^ = — f * — . Les mêmes règles ferviront pour les 

quantités exponentielles. Nous favons que la différentielle de a* eft a* d x log. t; 
li l'on demandoic celle de A' 1 , on feroit X* — y, d’où x log. A = log. y £c 


d x log. A'-t-x — - = -- ; il efl clair que la différentielle demandée eft égale à 


d v . 


A' (d* 10g. X-h X - J /y 


( n; ). La différentielle du fi nu s d’un arc quelconque efl égale à la différen- 
tielle de l’atc , multipliée par fon cofinus , &c divilee par le rayon ; la différentielle 
du cofinusd’un arc queconque eft égale à la différentielle de l’arc prife négative- 
ment , multipliée par le (mus , & divifée par le rayon. Si c’elt le fi rus & le cofinus 
qui font donnés, ta différentielle de l’arc eft égale à la différentielle du (mus, 
multipliée par le rayon, & divifée par le cofinus, ou à la différentielle du cofinus 
prife négativement, multipliée par le rayon, Sc divilee par le finus. Pour trouver 
la différent telle de la tangente d’un arc s, le rayon étant r ; il faut lé rappelier que 


r fin. t fin J r . d .* cos. x 

tang. s = • Or foit = y, on a lin. s = v cos. s ai . 

& cos. s cos. i J J r 


J y 


d s lin. s , , . d $ ( coj. -y. fia. t x ) rds , 

cos. s —y — ; d ou I on tire dy = » — 777* > donc 


la différen'ielle de la tangente d’un arc quelconque eft égale à la différentielle de 
l’arc, inult pliée par le quarré du rayon, & divifée par le quarté du en fi tus. 
Réciproquement la d ffé enticlle de l’aie, dont la tangente eft donnée , eft égale à 
la différentielle de cette tangente , multipliée par le quarré du rayon , & divifée 

par le quarré de la lésante. On trouvera de la même manière que la différentielle 
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de la co - tangente d’un arc quelconque eft égale à la différen ielle de l’arc p'ife 
négativement, multipliée par le quarré du rayon , & divifée par le quarré dit 
(inus ; réciproquement la différentielle de l’arc, dont la co-tangente eft donnée , 
eft égale à la différentielle de cette co -tangente ptife négativement, multipliée 
par le quarré du rayon , & divifée par le quarté de la co-l'écante. La lécante de 

l’arc s eft égale i — — , & elle a pour différentielle * — ; la co - fécante du 

3 COS. S ' r COS. -I 

. . „ , . , r* r d 1 cos. s 

meme arc, qui eft égalé a ^ — -, a pour d.fferentielle — — 


Le rayon étant pris pour l’unité , ce que nous ohfcrverons conftammcnt dans 
le cours de cer Ouvrage, (i x eft le (inus d’un arc s , y' [ 1 — .v 1 ] en eft le 
cofinus ; & réciproquement, fi ar eft le cofinus de cet arc , y' ( 1 — ar 1 ) en eft le 

(inus. Mais fi x eft la tangente du même arc , à caufe de x = , on a 


eos. s' ; pour les mêmes raifons , fi x en eft la co-tangente , 


on a 


fin. s’- — — ,• Celapofé, en défignant par A fin. x, A tang. .v, &c. l’arc 

qui a pour finvs x , l’arc qui a pour tangente x , îcc. on déduira ailément de ce 
qui précède les formules fuivantes : 

d ■ A fin. * = COSl * = yl[ , * 

d X — ix 

d • A tang. x = t ^ cot. x = i oc 

J.AÜ c. * = jr 7 (**- 0 * d ' A cofé ’ * = » 

d X 

d • A fin. v. x = yt(i X — Tp - ) 1 car l a figeante de l’arc s étant x , on a cos. s * 
~ , Sc fin. s = — — — ^ , &c. Voici quelques exemples de fonctions qui 


renferment plufieurs variables. 

( 114 ). Pour différentiel p , je fais =e { , d’oii x— y{,kdx=a 

y y m 

> . . . , ,, , ix xdy ydx — xdy _ 

yd { -4- [dy ; on tire delà d \ ^ -r-=‘ -p • Pour différentiel 

m 

la quantité ^ ( xy -4-^» ) , je la fuppofe c = {, St il vient xy -b-y 1 = , 

... . . . . . , ydx-y-xdy-hiydy 

Ùouy dx x d y x y dy m’—' d &. di=a—„ 

" ’ J 

Oa 
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On trouvera de meme que la différentielle de C ft égale i 


M 7 


», adx-hixdx * 

^(*y-*-y )•— ; v (** 

tV / [(»^r , n 


v'(*y-t-r*) 

ydx- 4* J ciy J- t y d y 


«’)• 


»*[(«>+/)— ’] 


V[(»y-t-y*)*] 

JC JP 

On demande la différentielle de l’arc qui a pour fin us , — • , ou de > fin. -é 


</. — 

Je le fuppofe *=r, & il vient J 7 = L. ; mais cos. ; = 

cos. ^ 

y d x — x d y 


^y'r*') j donc 


d 1 yj{y x x 1 ) * P r0 P # k cncore de trouver la différentielle de Tare qui a 

x 

d — 

x x y 

pour tangente — , ou de u 4 tang. y? En le fuppofant = {, on a d^ = * 

• . , ydx — xdy i l 

mais fec t 1 = » — : donc a ; = s 1 — • En nommant e le nombre 

v y x * -h y 

dont le logarithme eft l’unité , ce que nous ferons toujours dans la fuite, 1a 

f y 

différentielle de 7 ; g - — rr eft égale à 

V(* Hrp ) b 

y/ ( x'+y % ) ■ (*“ dy -t- t'y d •) — t'y . * 

V '- 1 ~*~y > t'y du 

»*-+-y* ~ V (**-by) * ”*" 

«»(«* dy—xydx ) 

( 115). Après avoir différentié une fonGion de plufieurs variables, fi vous 
raffeinblez ce qui eft affeGé de la différentielle d’une des variables, & que vous 
en falliez une Comme qui ne peut être qu’une fonGion des mêmes variables, mul- 
tipliée par cette différentielle , vous aurez ce qu’on appelle un terme de la diffé- 
rentielle de la fonGion propofée. La fonGion y * — 1 - — — différentiée, donne 

(1^1 d y -p- 3 X' y d x — 3 x y'- d y — i x* d x y> d x *> d y } : 

(y—*>+ ; C (> - -,)» ■ ' -h t )*y **■ 

( 1 jt* y — i x^ -4™ ^ •ry \ 

(y — "ST)* — ~ ■+* -7- J d x font les deux termes de cette différentielle. 

Soient M dy ~}~N d x -3- P du autant de termes de la différentielle d’une fonGion 
{ : on démontre que M d y eft la différentielle de { prife en regardant y feul 
comme variable r que Ndx eft la différentielle de 1a -même fonûion prife ci) 
Partit 1 . R r 
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rc' r'int x feu* cmrmo var ,ib e , Sc aitifi d;s autres ermes ; en effet, fi y feul 
doit varier, les diffère c;s des autresvari.f) s Ibnt ifüllet, ix li différentielle Je{ 
fe réduit à Al d y ; fi c -il x leul qui doit varier, la meme cli .Tentielle le réduit 


[ i y ^ i x y 1 — j ; % 1 | 

— - - ZTJTp~ t— — J dy efl la di;Té« 

. .. i j'’-*-*' . x‘r , , n* y — îar'-t-y 1 , ixyq , 

rentulle de ^ * H — -j- par rapport a y feul ; que J^- — ^ — «y 1 ’ — ~ J « x 

efl là différentielle de la même fonclion par rapport à x feul ; que 

t—l/jLl efl la différentielle de — - — - — par rapport à x feu! , & c. Il fuit 

(.'■+rf ) 

de tout cela qu’une différentielle propofée , telle que Mdy*- 4- N dx -4- P du j 
ne peut être exafte, fans qu’il y ait entre les co-efâciens Al , A ' , P de certaines 
'relations qu’il s’agit de découvrir. 


( n6 ). Une relation qui exifte toujours entre les co-efficiens AI & A’ de deux 
tenues M d y -y- N d x .d’une différentielle exalte ; c’efl que le co-etlicient de dx 
dans la différentielle de AI doit être identiquement la même chofe que le co-effi- 
.cient de dy dans la différentielle de N. Pour le démontrer , nommons { la fonc- 
tion qui a pour drfféremielle cele dont Al dy -y- S d x font deux termes; puis 
concevons qu’en mettant y -+- J y pour y , 5c effaçant ce qui efl multiplié par 
toute autre puiffance de dy que la premièe, {devienne n; qu’en lubfiituant 
x-+-<f.v pour x , 6c effaçant de même ce qui efl multiplié par d x’- , d x* , 6cc. 
cette fondion devienne A. Concevons de plus qu’en faifant en même temps les 
deux fubflitutions de y -\-dy pour y , fit de jc — | -dx pour x, avec les con- 
ditions requifes d’effacer ce qui ç(t. multiplié par toute autre puifiar.ee de dy 5c 
de dx que la première, la fondion { devienne Z. On aura n — { = Mdy, 
A — { — N dx i 5c fi dans n l’on met x -+- d x pour x , 5c dans a , y-i-dy 
pour y , chacune de ces fondions fe changera en Z. Nous fuppoferons encore que 
la différentielle de Al par rapport à x feul = mdx, que celle de N par rapport 
i ^i'eul ssndy. Cela pofé , il faut différentier l’équaiion n — { = M dy , en 
ne faifant varier que x ; on mettra d'abord dans le premier membre, x -f- dx 
pour x, 6c comme par cette fiibflitution ri devient Z , 5c { devient A, on aura 

Z A •— n a— { polir la différentielle de ce premier membre, en ne faifant 

varier que x, 6c par cot-féqitcnt Z — A — —mdxdy. En dilférentiant 

l’équaiion A— {=f=ATffx, en lie faifant varier que y, on trouvera Z — n — A-f- 
{ = ndy d x. On voit que Z \ — n -y-ç efl identiquement la même chofe 
que Z — n — ,A,-t- i; il s’enfuit donc que m = «, & que cette équation efl 
identique. 

Au lieu de deux termes d’urte différentielle exacte, coucevons-en trois M d y -+- 
N-Jx P dit i St nous aurons , i'\ que le co'cfficieAt Je ix dans la différen- 
tielle de M , efl égal au co-efficient de à y dans la différentielle de V ; i°. q te 
le co -efficient de du dans la différentielle de M, efl égal au co-efficient de dy 
dans la différentielle de 1‘ ; j°. que le. co-efficient de du dans la di léren ielle 
de A', efl égal au co-tili-ie.it de dx dans 1a différentielle de /A. En général, on 
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îura autant de ces équations identiques , auxquelles on a donné !e nom à'Jçua- 
tions de condition ,que les termes de la différentielle exacte pourront être combinés 
de fois deux à deux; pour deux variables, on aura une équation de condition, 
011 en aura trois pour trois variables, fix pour quatre variables, & ainli de fuite. 
11 ne fera pas inutile d’éclaircir ce théorème par piuiieurs exemples. 

/ \ r j _• 1 — (i rraér'ldi — Uxy-*-6x")Jy 

(117). Je prends pour premter exemple -il ïxiy*^^ x \-y) 

qui eft la différentielle de ^ [ * -+- v ] . on j 0 ; t av0 ; r 

x* y * 

— 6 x*y* \é(*- 4 -y) -t-(î x+ 6 y) (î*V v (*-4-7) -t- — 

si‘,'.(x 4 -r) 

qui eft le co-etTicient de dy dans la différentielle de ^ v —~ égal à 

' u * *V v 

— Cx'y' v'(*-r- 7 )-t-(t 7 -<-fi*)( 3 * , y 4v/ (* -t-r) -b- 

***>*- (*-+- 7 ) 

qui eft le co-efficient de ffardans la différentielle de 


— 5 y — 6 x 


, . , ,--,cequieft 

1 *’ 7 4 V t x -J- 7 ) ^ 

facile à vérifier. La différentielle *// eft exacte , elle eft celle de ^ tang. 

* -t -7 . 

— ; on doit donc avoir le co-efficient de d y dans la différentielle de -r— V- — r 
égal au co- efficient de d x dans la différentielle de — , ou 

’ y 1 

-. Prenons les deux 


_ 1 _ 1 yj_ — 1 

** ~hy x (* l -t-7‘)‘ -+• y 1 

— - — . , Sr. — ' —J. —* de la différentielle de 


termes 


Vt* ! -t-7‘) 


(**-*->’)* 


VI * l 


; Sc on 


verra aifément que le co-efficient de dx dans la différentiellt de 


« y 


V (**-»- y 1 ) 


r\» e ^ 


identiquement la même chofe que le co-efficient de d u dans la différentielle de 
— t" » v 

( ixS ). Nous pourrons repréfenter ces équations de condition d’une manière 
pffis commode , en faiftnt ufage de la notation de Fontaine. Soient M J y -+- 
S dx deux termes de la différentielle de il eft clair qu’on trouve M en diffé- 
rentiant { par rapport » y , &i divifant par dy ; qu’on trouve A en différciuiant 

la même fonction par rapport à x , St divifk.it par dx. Fontaine écrit 
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au lieu de M St — ' au lieu de N ; en forte que par i-' Jy - f. S .^dx, il entend 
d x * dy * dx 

toujours deuy termes de la différentielle de i- Nous adopterons cette notation; 5c 

lorlque nous en ferons ulage, pour qu’on ne puiffe pas confondre ce co-efficient 

par exemple, avec le rapport entre les différentielles 5c J y, nous écrirons 

ce rapport comme il fuit d{ \ dy. On trouve le co - efficient de dy dans la 

différentielle de ^ ou de M , en différentiant { deux fois , par rapport i y , ic 

divifant par dy 1 . Fontaine repréfente ce co-efficient par — 1 ; celui de dx dans 

dÿ 


la même différentielle par — — )— ; celui de d y dans la différentielle de — ^ par 
dydx * dx 

d .1—, 5c c. comme on va le voir dans la table fuivante, où l’on fuopofe t fonc- 

dxuj I 

tion de deux variables feulement. 




J X. 


d] 
à 1 K 


dy-+- 


dy 


dy 1 


dy-\- 


dx 

d'i 


d J±=-fj-dy+ -ilL -dx,d 
dx dxdy ^ 


dydx 

_£j 

dx’ 


dx % d 


d — » — — — dy-\- - f- * dx,d 

Ah' d ** ** d t 1 d J" 


l£-±= * 'L -C 

dydx dyJxdj 

, Jt t- A 

dxdy 

£j 

dx ' 




dxdy' 
d ' \ 


d x l dy 


dy-+- 


_£j_ 

xdyd 

'*1 


dJ~ 


dx , d 


f 

_ J, K 

dy' 

dy 4 


_ J ‘ { 

dy' ix 

d y 1 d x dy 

, d' X 

= ^ 

dydxdy 

dy dxdy 1 

r d 'l 

— 

dydx ' 

dydx 1 d y 

d' t 


dxdy 1 

d x dy i 

d î 

__ d 'i 

dxdy dx 

dxdydxdy 

, d> ( 

_ 


4- 


dy ' d x 
#1 


dy • dx 


r dx * 

dx , 




dydx dydx 

d 4 J 

: — t — d X , 

dy d x i 




d x x d y 
d. ** 


dx 1 


&c. 


d x dydx 


d x 1 dydx 


\ dx * 


d *<. 


dx. 


( 119 ). Au moyen de la notation précédente , il nous fera facile d’exprimer 
d'une manière commode les conditions qui doivent avoir lieu pour qu’une dif- 
férentielle propofée foit exalte; pour exprimer que Md y -t- H il x font deux 

termes d’une différentielle exacte, nous écrirons — “Lîl. Nommons r la fonc- 

dxdy 

tion qui a pour la différentielle celle dont il s’agit ; les deux termes M dy-\- N dx 


pourront être repréfentés par ^ dy ~ dx , 6c on aura ■? 

r d t “ a x d 7 d x 


d > 


dydx dxdy 


On 
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On verra très-aifément aufli que; ^ — ? dy~ 4 - } dx étant deux termes d’une 

1 dy' dydx 

différentielle exacte, il eft néccflaire que le co-efficient de dx dans la différentielle 

de AS , ou —A— — , foit identiquement la même choie que le co-efficient de dy 
a y 1 dydx 

d Ll d 'l 

dydx ’ 


dans la différentielle de - , ou que 


; Si pour les mêmes raifons que 

dydxdy 

les co-efficiens compris dans chaque colonne verticale de la table fuivante font 
identiquement les mêmes. 


dydx 


d'X “ 

\ d*x ' 

\ d'{ > 


dydx 1 J 

1 d y 1 d x 

j d y' d x x 

dydx * 

** ( 

d*< j 

' d « i 


d x J y J x à 

dy x dxdy ( 

dy d x dy d x 

d xdy d x x 


\ v<r ( 

> 

d*i 

dx' dy m 

/ dydx dy 1 L 

dy d x 1 dy 

, d x l d y d x 


rf 4 * \ 

\ ** t 

> d'< 


d x dy * 

J d x dy 1 d x 1 

dx'dy 


&C. 


Ji X 


dx dy d x d y 

d ' l 


dx'dy- / 

On a donné à ces co-efficiens le nom de différences partielles i font des 

• d' x d' i 

différences partielles du premier ordre ; celles-ci j^ï > , Sic. font du fé- 

cond ordre : les fuivantes -rA , Sic. font du troifième ordre ; Si ainfi des autres. 

dy * 

En continuant la table précédente , il fera facile de s’aflurer que deux différences 
partielles du même ordre font identiquement les mêmes, lorfque leurs dénomina- 
teurs font compotes chacun d’un même nombre de fadeurs pareils , qu’il y a , par 
exemple, autant d e dy & de dx dans l’un que dans l’autre, de quelque manière 
que ces fadeurs loient combinés entr’eux. Mais l’on demande fi lorfque la fonc- 
tion eft homogène, il n’y auroit point d’autres conditions entre les différences 
partielles? 

(i } o . Nous avons dit qu’une fondion homogène étoit celle dans laquelle la fomme 
des diinenfions des quantilés variables eft la même dans tous les termes. La fondion 
entière x-\- ax l y-\- b x s» eft homogène. Si le nombre des dimenfions de chaque 

terme eft j ; celle-ci * ~*T eft aufli homogène , & le 


l‘dr“t I. 


Si 
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nombre des dimenfions eft i , qu’on trouve en ôtant du nombre des dimenfions 
du numérateur le nombre des dimenfions du dénominateur. Lorfque le nombre 
des dimenfions du numérateur eft égal au nos-.,- e des dimenfions du dénominateur, 

la fondion eft dite être de dimenfion nulle ; telle eft celle-ci ^ s y • 

Si le nombre des dimenfions du numérateur eft moindre que le nombre des dimen-' 
fions du dénominateur, le nombre des dimenfions de la fondion eft négatif; 

y ^ eft une fondion homogène dont le nombre des dimenfions eft — — • 

x* y» 5 1 

Nous avons auflfi remarqué une propriété qui n’a befoin que d’être énoncée pour être 
comprife;c’eft que fi dans une fondion homogène de deux variables (x x, de dimen- 

fion quelconque n , on fait ^ = q, on la changera en une fondion de cette forme 

Qx", Q étant une fondion de q & des confiantes qui entrent dans la propofée. Par 
cette fubftitution , les quatre fondions homogènes, que nous venons de prendre 

... . . . . r -t- a q - 4 - bq * s/ ( I H- q* ) 

pour exemple , deviennent ( î *q-\- bq* ) — — : — srt ar 1 




VCî + î*) 


?■+•*?*' î* 

(13 l%La différentielle Mdy-^-N dx étant celle d’une fondion homogène { des 
deux variables_y &c x , dont la dimenfion eft n , concevons que la fubftitution de q x 
pour y change M & N en M' &C N' ; à caufe de dy =qdx -3- xdq, & que par la 
même fubftitution { devient de cette forme Qx" , on aura M’ (q dx -t- xdq ) -4- 
N' dx = d ( Qx m ). Il eft bien clair que AI' q d x -t- N' dx eft la différentielle de 
Qx* par rapport à x feul , &t que par conféquent Al' q-\-N' = n Q Je” — *. 

Dans cette équation je mets pour q fa valeur , 8c il vient My •+• N x = n 

Cette propriété des fondions homogènes eft générale ; car fuppofons que { 
renferme j-, x, u, &cc. 8t que le nombre des dimenfions foit toujours = /i, en 

r 

faifant = q , = r, 8gc. { deviendra de cette forme f'x" , par V j’entends 


une fondion de q, r, 8tc. Il fuit delà que fi nous nommons Af , AT, F , Scc. 

ce que deviennent » j"” , &tc. par les mêmes fubftitutions , on aura 

AT’ ( q d x xdq ) N’ d x -f- P’ (rdx-i-xdr)-A- 8tc. = d ( y x" ) , ît 
AT q-h N" -\-P’ r -t- 8fc. = n V x * — Je mets dans cette équation pour q, r, Sgc. 

leurs valeurs , 8g il vient y j* -+■ * -3- u ^ -3- &c. =a ; fi { eût été de 

dimenfion nulle , on auroit eu y jj. -h x J~ ■+■ « -f- 8tc. == o. 
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La fondion homogène 




y) 


, 6 ^ 


, dont la dimenfîon eft — tji , a pour diffé«* 


:,n. ~(S *y+6y t )J x — ( ^ xj -h6 x’ ) J, 

rentiuite t x , y -y- y) » on ° 0it donc avoir 

+ * ~(i » y->-6x' ^ — h v (. x -* -y) 

a” x’ y> » 

& réduifant 1 1 x' y -f- 1 1 = 1 1 xy ■ (x -+-j ). Cette autre fonction 

homogène qui efl de dimenfion nulle, a pour différentielle 

(t x 'y-\-xb R x y' -+■ i h y> ) J x — ( g x’ -t- t b g x’ y + bhxy*)Jy 
C *J+by')' » 

*um a-t-on 

(g xl A~h a bgx}* -4- bhyi)x ( gx> + ibgx'y -+- bhxy' )y = o. 

(131). Je reprends l'équation n (Aldy ■+■ A ' dx ) ( = n</{) r= d(My + f/ x ^ 
de laquelle on tire (n — 1 ) . A l=y (n— 1) . N=y ~ 

1 « U ^ de 77 : = TJ a ( — 0 • * = y if H- . *if 
(n— 1). N=y — -t-x j-j. Donc AT, A/, & en général les différences partielles 

dune fondion homogène, font des fondions homogènes dont le nombre des 
«mentions eft moindre d’une unité. L’inverfe de cette propofinon , c’eft que M 

“ ■" e,ant des fondions homogènes de dimenfion n : 1 , fi Aid y -4- S dx eft 

une différenticl.e exade, on doit avoir n ( itf d y -+- N dx )z=d\ Àty-\-Nx). 

En effet, l’homogénéité des fondions M Sc Adonne, i caufe <le~ = — , 

( — ! , . _ , ) . 

donc •{Mdy+Sdx)-Mdy+,.\igày+i£éx]+Ndx + 

L O d y- J t- 7 ~x dx \=Mdy •+• y d AI N d x x d S. Partons 

maintenant de cette propofition que [ étant une fondion homogène, fes différences 
paitielles doivent être des fondions homogènes, & nous aurons les trois équations 

n^My + Sx, { n-i).M=y!£- hx g N =y 

d N d N ... j at 

dy ■+* * 77 ’ ° n tlre de la première ( n 1 ) . Alu= y ~ x — f 

1 . . \ fj ^ bd iN 

' 1 J • " — y - dx -f- x ; comparant ces valeurs de M , N, avec 
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. JM J N , , 

celles que donne l’hypothèfc , il vient = ~JJ- Les théorèmes démontrés dans 

cet article font dus à Euler , qui les a donnés pour la première fois dans les 
Mémoires de l’académie de Péler bourg pour les urinées 1734 St 1735. Je pafle à 
la différentiation d s f n fiions qui renferment des différentielles , 5 e qu’on nomme 
pour cela fonctions diffircntitlics. 

( 133 ). Pour diffécentier une for.Qion des variables x, x 6c du rapport p , 
on fera ~ = p, &c on aura une fonction des trois variables x, p. Après l’avoir 
différentiée , on mettra pour ^ (n°‘. 158, 1 59 Sc 160), ou j-jï, fic’eff la différence 

de .v qu’on doit regarder comme confiante; ou j-- - , fi c’efl la différence 

de y; ou — j x jjr > fi aucune différence ne doit être regardée comme 
Confiante. On propofe de différentier la fonélion a 1 ^ -f- x y ~ -+- 

i V (* l ,-Kn l )l=l> en ne regardant aucune différence comme confiante? Je 

J y f 

fais — = p 6c la propofée devient «* p- *4- x y P -+- é y ( x 1 -+- y 1 ) , qui 
étant différentiée , donne 


d 1 dp 

TT 


dx 


. . t \x+;pi 

p'rx+xy rx+ry+p* il* — 7 ^— ÿ- , 


6c failant les fubftitutions nécefTa'ires , =■ ^ i a 1 j- -4- x y ^ — ■ 

d y J 1 x \ d y S J y \i * f * ~ i ' y dx J . . , 

ii TT* ) -+-y a ■+■ * C + ' Pour d, ‘ T,irentier la foilc ‘ 

tion en continuant de ne regarder aucune différence comme confiante, on fera 

d y d 1 y d y d- x 11 ■ 

5^ = p , jjt — = q , 6c de cette manière on la changera en celle-ci : 

(“)••• * P q + xy q+y p+xp* + En différentiant , il 

dp 

la* 4 t-' 


d u 


vient — (1 a* p + xy) j| -f- 2 «* -hyf-f-x q jjj - 4 - y J 
J y dp , 1 f '-t-rTÏ+ifi] 

r rx+P' + ' x P7i + — y~) — 


d y - . d p 
x 

* ]\*+ y Ÿ x ] 




mettant 
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16* 


q , Ÿ x leurs valeurs , on a = 

J ' » *' J . , <>J f i'j_ \ * 1 
d x' dx‘ ' d x \ I x‘ J J 


d p 

mettant pour />, — 

6 - a 

.«, v , ‘ (-*>£)* 

^ Ve*,’) ( ,.^,T7 ' 

(134V Dans l’analyfe des infiniment petits, on regarde les différences infini- 
ment petites du premier ordre dx , dy comme de nouvelles variables qui onf 
pour différences infiniment petites d'y, d 1 x ; celles - ci du fécond ordre, ont 
pour différences infiniment petites d'y, d' x , qui font du troifième ordre, 
6c ainfi de fuite : en différentiant les fondions précédentes de cette autre 
manière, on parviendroit aux mêmes réfultacs. Mais quoiqu’on ne puiffe pas' 
regarder comme des quantités les termes dy , d x ; d l y, d x 1 , 6tc. des rap- 
ports , t- 1 , 5 tc. ; nous nous ferrirons cependant, pour abréger, des mots va- 

flJC d X 1 

fiables & confians en parlant d’une différentiels. Nous dirons que eff la 

différentielle de *2 , en regardant dx comme conftant; que — il t-JL e ft j a 

différentielle de la meme ouantité ' ^ , en faifant tout varier; que fi dans Ici 

dx 

exprefiions 6t ^ “ , trouvées plus haut , on fait d 1 y = o , d' y = o , on aura 
dx dx 

ce qu’on tût trouvé en regardant dy comme conftant ; que fi dans les même* 
exprcffions on fait d 1 x^=o , d' x r = o, on aura ce qu’on eût trouvé en regardant 
d x comme conftant. Nous dirons d’une fonâion différentielle , en la confidérant 
fépa rément de l’équation à laquelle elle appartient, qu’elie eft de telle dimenfion 
en dx, Jy, d' x, d x y, tic. ; en comptant chaque différentielle du premier ordre 
pour une dimenfion , chaque différentielle du fécond ordre pour deux dimenfions , 
chaque différen ci e du troifième ordre pour trois dimenfions, & ainfi de fuite: 


les fonctions différentielles - 


' <*' )■ 


■y 




<ex r d* j 


font, l’une de 


dy ’ rfy" 

dime'.fion ttu'Ie , l’antre de dimenfion n — m. 

Si on eût propofé l’équation a 1 dy 1 -t-xy dy d x-\-b dx'- y/(ar ! y 1 ) =a O, 

nous lui autions donné cette forme a 1 Ç ^ ’ J 1 -f- xy ^ -+-f / {*' -f-JV 1 ) = 0 , 

ta fi on eût demandé de la différentier en ne regardant aucune différence comme 
conftan-e, nous aurions trouvé dy -+- x y dx) (dxd y d yu x x)-{- 

y d x' dy x dx 1 dy 1 -q- ±7 i^dy_ 1 3= o. En regardant dy , dx_ 

_ . _ V t T}') 

Partiel . T t 
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comme de nouvelles variables qui ont pour différentielles il- y, d- x ; on trouvé 
pour la différentielle de 1 a même équation ( i a 1 J y -+- xydx) d 1 y -H 
[ xy d y ■+- i h dx y' ( x- -+- y 1 ) ] d- x -h y dx 1 dy -+. xdx dy 1 -+~ 

tjWr| +u'.Wj) Q . ou ( i a-dy -b xydx) (a* y — 'Ll d 1 x ) -+- 

[ i a- dy'- -+- 1 X\dxdy-b \bdx l y/ ( ^ -+-ydx'-dy-b 

x dx d y* -4 — * t ‘( : v — — o, qui n’eft effecfi' e tient que celle que 

v' (* l -*-y- ) 

nous avons trouvée de l’autre manière , puifque 

yy J y ' -t- v y d x d \ 4-/< </ x* y/C.v l 4- > ) — o eil l’équation propofée. Une équation 
du lecond ordre Qd'-y-b Pd'-x-\- M —o, (Q, P, M renferment y,x,dy ,dx) ne ligmlie 

rien abfolument , fi elle n’eft la meme que celle-ci Q (d 1 y — ^-1 d 1 x) -1- Al = o , 


ou que celle-ci P ( d 1 x — — ^ d 1 y ) -f- M = o. Ainfi pour que l’équation 

du fécond ordre Q ■+■ Pù* at-|- Af = o, ne foit point abl'urde, il faut que 
Vdx -t- Qdy = o , ce qui peut arriver de deux manières ; ou parce que P 

eft effeûivement égal à Q yl , ce qui rend l’équation P dx -4- Q dy = O 


identique; ou parce que cette équation Pdx-b Qdy = O eft celle qui par. la 
différentiation a donné la propofée. En général, on reconnoîtra qu’une équation 
quelconque du fécond ordre , où aucune différence n’eft fuppolée confiante , n’eft 

point abl'urde, lorfquc faifant ~ = p , “L-d, — *JL - — Z = q , on pourra la ré- 
r 1 dx ‘ J x' d x dx 1 ‘ 

duire à ne renfermer q ue , x, /> , 


(aj 5 ). Soient £ == P > Ÿ x = ?• Ÿx =■ r ’ i 
regardant aucune différence comme confiante , 

_ d' y dy d 1 x 

d x‘ d x d x‘ * 


i r, Scc. ; on aura , en n* 


_ a d 1 y _ d y d' x __ rf* x rf* r rfy /’</' i\j . 

d x d x) ^ d .v 1 d x* ^ ex \ rf x* ,/ ’ 

^ _ 3 é 4 ,V dy d * x g d'- x d 1 y rfy d- x d' x 1 0 r ,1' y 

d x* d x d x' dx- d jt* t °dxdx-dx > * d x 1 d x 1 

15 ^ — *5 ^ C ‘ re S lrt ^ ant ‘O' comme confiant, 01» 

aura f = — ^tZ.rxxx — £? '£.? ** f — Y, r = — ^ — 

û x d x x d x a x i * d x : V f/x' / J x t! x K 

4- 10 ^ — 1 Î ~r ( V » & c * r «£*rd*nt </* comme conf- 

a x a x' ti x* * d x \ rt x 1 J . 

*/* r ^ v </* v ç 

tant, on aura j = — , r = 3 _-, r - y , &c. 
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(136). Oit pourroit prendre pour confiante toute autre différentielle ; y dx , 
par exemple , qui efi celle de l’elpace AP M ( Jtg . XLPJ ). En faifant y dx = dç 

, aii’ = car d [ eft confiant, fictif = H-L “f.i. 

dx 1 dx dx il X' v dx * y ,/x 

Oit tire de l’équation J J-= — ’lS , d r étant toujours confiant, — 

1 d x d x d x l d x 1 

d y d* X d r d' x , dr 1 • _ d 1 x — I d x y i /rf r\î 

— — — S^,7T >+' dZ\dï-) — TTï + jr Uj ’ 

r/ 5 x 


d x d j 


Subfiituant ces valeurs de , -, * , &c. dans ce qu’on a trouvé pour »,r, &c. 

// .r 1 </ .r* 

en ne regardant aucune différence comme confiante; on aura , lorfque ydx eft 
confiant , 

-u l f i.y'y ± il *-1+. j_ ( ix\i & c 

^ dx' y \ dx J ’ </.r> y dx dx 1 \ d x' J * 

Je prends pour confiante la différentielle de l’arc AM t ou y/ ( tfar- -f- dy'-) ; 

•n fuppofant y/ £ 1 -+- ^ yl V j = 'LL , & différentiant en regardant d { 

d y f d 1 y d y d' x \ 

dx\dx l d x d x x J 


comme confiant , il vient 


d f d' x . 

— d r .777 : on t‘ r e de 

/[■-(£)•] 
cette équation T =■ — -? La meme équation diflerentiée, en continuant 

cr a jc ax l 1 

^ f / 1 y r / 1 x \ 1 

de regarder comme ^confiant , donne f- 




d y T rfi y </ v d 1 x d 1 x 

dx | d x* - dx d x s ^ d x x 

d‘~ y , dw 

d x l * dx 

es?)*] 

yj [«-+-( 

£)* J 


/ 

’ d 1 v y r/ 1 * \ 1 


d-rt^x , d { V 

d x 1 d x 4 x x J 

J 

*1 

*1 

1 

1 

IFx Txi + * -dx {dT'J ’ ou 

■*(&? 

d x d je* 


, d y d' r d' y 

d x d x x d x x 


<fix 

d X i 


t/x </x* 


3 (£lf V;donc^f 

i \ dx' J rfx» 

[ 1 + C!v ) * J ( S ) ’•“ faut fubftituer ce ’ valeurs de Ït-’TP’ &c; - 
dans ce qu’on a trouvé pour f,r, &c. en ne regardant aucune différencf 
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comme confiante, & on aura, torique y/ ( d x l -+■ dy x ) eft confiant J 

*-[« 

Si on eût éliminé &c. on auroit trouvé ’L-L = — “Lf. 

£5 — * &- f: [ ■ + ( ÿ )■] c & ; C*- - 

valeurs, on auroit eu lorfque y 1 ' ( if ar’- -f- n 1 ) eft confiant, 

</ Jr*j+- dy 1 d x x r /l 1 - 1 r // ! J / r/‘ x Nj - ] __ </jf 

^ dxdy dx x * dxdy L < ** £ * ^ \ dx x J J dy 

+ (ï? )’’*"• 

(137 ). Une fonûion H’ un ordre quelconque, pour n’être point abfurde, doit 
être telle que par une fubftitution convenable, on puifie la transformer en une 
fonction àey,x,p,q,r,s, Sic. fi elle eft de dune fion nulle , ou en une fonétion 
des mêmes lettres multipliée par d x" , fi fa dimcr.fion eft n ; il n’eft queftion ici 
que delà dimenfion en dy, dx , d x y,f> ic. De quelque manière qu’on differenrie, 
fi on regarde une des différentielles comme confiante , la toi û on qui proviendra 
de la différentiation fera de celles que nous difons n’ctte point abfurdes ; il n’en 
fera pas de même fi , différentiant comme on le fait dans l'anal} fe des infiniment 
petits, on ne regarde aucune différentielle comme confiante. Je différemie la 
fonction du premier ordre y d x -+- x d y = d { , en regardant dy b dx comme 
de nouvelles variables qui ont pour différentielles 'd y Si d 1 x , & il me vient 


d 1 x x d>y -4-1 dx J y sas d ' ç , ou 

■ * J' y 


yd x x-*-xd x y i' [ 

â — == - — — i : la tonc- 

dxdy dxdy 7 

tion du fccond ordre 011 aucune différentielle n’eft fuppofée 

confiante , eft de celles que je dis être abfurdes , puifqu’en faifant = p , 

^ u ~ =f,on ne peut la transformer en une fonélicn dej-, x, p, q. 

Une fonâion où aucune différentielle n’eft regardée comme confiante, Si qu'on 
peut transformer en une foiiélion de y, x,p,q,r, Stc. a la propriéié de con- 
ferver toujours la même valeur, quelle différentielle qu’on prenne pour confiante ; 

il n’en eft pas ainfi de la fonction - — dTTj’ P° ur ' c ^ alre voir clairement, 

j’imagine entrer 5 c * une certaine relation t y = ar", par exemple, & on a 
dyzaxnx " — 1 dx. Cela pofé, lorfque dy eft confiant, </* y =- nx’ — ■ d 1 x -+- 

fi . ( n 1 ) . *" — 1 dx 1 = 0 , d’où fion tire d*x — — - d x' ; St fubfii- 

tuant pour y , dy, d 1 x leur* valeurs dans , qui eft ce que devient la for- 

mule 
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n — i 


I £9 


im:!c lorfque d y efl fuppofé confiant , on a — ■ 


Lorfqr.e i.’efl dx qui eft 


x J' y 


fuppofé confiant , on a d l y = n • ( n 1) • x » — * dx 1 f- - — - = n 1 ; 

autre valeur tic la formule fort differente de la précédente. On en trouveroit qui 
difiereroient encore de celles-là en prenant pour confiante toute autre différen- 
tielle : airili tant qu'aucune différentielle 11e fera regardée comme confiante, la 
y J 1 x •+" * d- y 

fournie - y ~ » ^ tüUte autre fonâion de y , x & de leurs différen- 

tielles de tous les ordres qui ne pourra pas fe ramener à une fonâion de y , x , p , 
q , r , s, 5 éc. ( je fais abftraâion de la puiffar.ee de dx qui peut muiriplier cette 
fonâion lorl(|u'elle n’efl pas de dimenfion nulle ) ne préfentera rien que de vague, 
St par conlequent il 11e peut jamais être queflioil d’une femblable fonâion. 

(ijH). Etant propofée une fonâion d’un ordre quelconque, dans laquelle une cer- 
taine différentielle efl regardée comme confiante, on demande de la transformer en 
une autre dans laquelle on prendra pour confiante route aut-e différentielle, ou dans la- 
quelle aucune différentielle ne fera regardée comme confiante? Ce problème efl bien 
/impie ;car par des fubflitutions convenables ,011 pourra toujours changer la fonc- 
tion propofee en une fonâion dejy, x , p,q, r, s , Scc. ; on mettra enluite pour p, q t 
r, s. Sec. les valeurs quicoiivieiineiit à l'hypothéfe aâuelle. Par exemple, la fonâion 

* été trouvée en regardant dx confiant. S: il efl queflion de la trans- 
former en une autre dans laquelle aucune différentielle ne foit regardée comme 

d x Y d ] y d x d* y 

confiante. En faitant -jyi = q 9 =z.r, on changera la fonction —y, \ ~ en 


r d x x 

celle-ci — ; dans laquelle fi l’on met pour q St r les valeurs qu’ont ces lettres 

1 

lorfqu’aucune différentielle n’efl regardée comme confiante , on aura 
d x 1 y — d y d x ti K x — ] dx d' x d 1 y ] d y d* x x dx[dxeP y — d y ifl x ) 
xdxd‘y — xdyd-x ’ x{dxd'y — d y d 1 x) 

. d x x ... „ d t d 1 y 

. Si I on demandoit de transformer la meme formule -■ , . - en une autre 

x a. u y 

dans laquelle J ; dx 1 -+- dy l ) feroit regardée comme confiante ; on lui donne- 
roit d’abord la forme fuivante — ; puis mettant pour q & r les valeurs qui 

. d x z d' y -4- 4 d y d 1 y 1 

conviennent à l’hypothefe aâuelle, on auroit ~x~d~x~d' y * 

( itq ). Lorfqu’une différentielle exaâe efl du premier ordre , on peur aifément 
en diilinguer tous les termes; il n’en efl pas de meme lorfqu’elle efl d’un ordre 

ydy 2 ry-iydydx-\.yxdx x 

fupérieur. La fonâion du fécond ordre — « Jf ‘ 


xd‘ y 


(dy-yas)' 


Partie J. 


Vi 
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d y> ■+■ x d y' dx -y- y dydx' 


• d x 


efl la différentielle de — 


y d y' - 4 - y t H y J t 


; commenf 


</ y* -f- t d y* d x y d v d .r 1 . 

djrtineucr dans — : les deux termes de l.i difTerentieHç 

3 d y -t- d x 

exade qui y font renfermés? Cependant pour trouver par la méthode du n°. n6 
les conditions qui doivent avoir lieu pour que A’ d'y -t- Al , ou plus (ïmplement 
pour que n H p -+- m J x ( n & m font des fondions de y, x , p foit la diffeun- 
tielle d’une fondion quelconque du premier ordre que je nomme ^ , il efl nécef- 

fairc de féparer dans mdx les deux ternies d x St d y. Je fuppofe 

— ; = m t, t efl une fondion inconnue que nous ne tarderons pas -à 

déterminer ; alors fera égal à y , St on aura n d p -4- md x *=n n d p -\- 

(m — • ! r)<far-f-y dy. Cette différentielle exade a trois termes , on a donc les 

. , . d n dm d x d n l d x x dm d x i d x 

trois équations j-p. j— ~p ~d~p f 1 * \fy ~p <7x’ 

Je mets dans la fécondé équation pour fa valeur tirée de la première, St il 

. dm d n dn d x d'- m d'- n 

vient t ~ p -j- p —Pp x —P'T}’ d °nc ^ — P dJT* — P d^,— 

d* n d x d 1 m d 1 n d 1 n dx dm d 1 m 

P d x d y * d y dp d y ? dx dy *""" P d y x 9 d p 

d n d v n d n d 1 n 


dp ~*~ p d p' a 


-■—p 


d p d x 


*p— y -p 1 


dydp’ 


Si l’on met pour ^ fa valeur dans la première équation , ou pour t 5c fleurs 
valeurs dans la fécondé, car de l’une St de l’autre'manière on doit trouver la même 

chofe , & enfuite pour —pj > leurs valeurs dans la troifième , on aura les deux 
équations identiques 


. - d n d 1 m d 1 n d 1 n 

{“) I-J-J dp + p d]7Tj= 0 > 

/L\ rf ”> d 1 m d' m d* n d'n d ' n 

V é d y dp d x P dp dy dx * *P d x d y P d y' ® ’ 

5t ces équations renferment les conditions demandées. Mais généralifons le 
problème, & propofons-nous de trouver les conditions qui doivent avoir lieu 
pour q l’une fondion d’nn ordre quelconque, comprenant un nombre quelconque 
de variables , foit une différentielle exade. 
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et du calcul intégral; 

( 140 ). Ces variables font y , x , u , &c. , 6c je fuppofe 
J y dp d 1 ..du J dp' , d s’ , , 

di^P'TÏ^ Zr = ' ; Zr = /’>■£“? T x = t » ÔiC< 

Cela pofé , foit C une fonflion de/V, * , u , &tc. p,q t , p t q &c. ; 

&t fuppofons que Cdx foit la différentielle d’une fonflion [ de l’ordre immé- 
diatement inférieur. On aura CJx = d{; ôc parce que j ne doit pas renfermer 
t , /' , &c. on aura 

e - £ + + - + aî'. 

+ 7 , > + ÿ«'+ + 3$' 

& C. 

Je fais 

dC =* M d x -4- N dy *4“ P Jj> ■+■ Q d q -t* • • • • • ■+■ T d t ; 

&c. 

& il eft clair que 

JLi- + JU P 

é yd X d y* dy d p ‘ dy d S dx dy 9 

- 4 - £-L P -+- JÜJ. q’+ 

dy<)a r djdp’*^ dyds’ 

&e. 

» _p.^!_L ç4 . +£j.t=tl+ -1 

dpdx d p d y dp 1 dpds dy dx dp 9 

+ £ 5 »' -f-ÜL 

dp du* dp dp' ‘ dpds' 

&c. 

*2 = + ^V 4 * Jp + Tï'dl* 

•*" £ Tuf' + 4"4' ? + ~*~ïJdZ'‘' 

&C. 

r=£i. 

(/ J 

On trouvera de la même manière *= -J- ^ P'eaÜ+J. : 

a x du * </# rfx </// 

r =^- s “- 

Si C n’cft fonûion que de y, x, p s p n’entrera pas dans ç; ît, à caufe 
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* * = £ d h)' h dP = 7 , d r, } 0,1 aura N ~ -h dP = - Te 

pofe C fonélion de y , *• , p , q ; q n’entrera pas dans {j & , à caufe de 

N='jtS, . 1 

■*" ' ? . f on aura ^ d P -f- 

_L p = J. 4 !<.+. !_ </* •h \ ^ 

** dx«d y ^dx' dp' / Q = 0 

-i_^ç> = -i </*!<, V x ‘ 

rfi* ^ </*’ <///’ J 

En généra! , C étant une fonflion d’un ordre quelconque, Sc comprenant un 
nombre quelconque de variables , comme nous l avons fuppole d’abord , on aura 

A’ - J- dP -+- d- Q — 3-5 J> R -t-'-/- « 4 ^ — &c. = o , 

N' — d P’ -p- d x Q’— *-+- * d+S'—&cc.=o, 

dx d x 1 d x> »Aj-* 

Sic. ; & il y aura autant de ces équations de condition que de variables moins 
une, qui eft celle dont la différentielle pomi're fert de dénominateur aux rap- 
ports p, q,t* c. p', y', &c. Etc. difft reutitl e qu’ici pour fin plilier nous avons tait 
confiante. Ce beau théorème e(l de Euler ; il a été démontré pour la première 
fois d’une manière direâe par Condorcet dans fon Calcul intégral , & il en a 
tiré les conléquences fuivantes. 

(141). Si C dx'- eft la différentielle d’ttne fon’flion { d’un ordre inférieur de 
deux unités ; à caufe de {dx = d{ , on auta 

d r 1 , d r 1 - d r • 

3- — r'r + j— a tt — “-c. °* 

d y d x dp d x d f 

Mais on verra aifément que 

^ * R - + *“•> 


&c. = o. 


il y dx d x' d x* 9 

Q — -J— d R- 1 - ■ *— d x S — 5 cc. , 

dp [dx d x* 9 

R — -L- d S+ Sic., 

d q d x 

2 cc. ; fubftituant ces valeurs dans l’équation précédente , on en tire 
P — -L d Q+ -L. d x R — - 4 - j, s -4- &c. = o. 

d x d x* d x > 

Si Cdx'< eft la différentielle d’une fonclion d’un ordre inférieur de trois unités , 
{ dx 1 eft la différentielle d’une fonclion d’un ordre inférieur de dtux unités i ÔC 


d t 1 , d t 

©n a , > — — d — 

dp dx d q 


d 1 _J. — &c. = 0; 

ds\ dt 


fubftituant/ 
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fubftituant pour yl , '^S , Scc. leurs valeurs , il vient pour équation de condition 

Q — -}-dR-\ d 1 S &c. — O. 

dx, ‘ dx* 

En continuant ainfi, on trouvera que fi Cdx" eft la différentielle d’une fonéfion 
d’un ordre inférieur d’un nombre a d’unités, on aura pour la variable y (il- en 
eft de même des autres variables, en en exceptant celle dont la différentielle 
première eft le dénominateur des rapports dont j’ai parlé ci-deflus) ce nombre n 
d’équations de condition : 

(A)....JV— + — JL.* — h CC.teO, 

P 1- J Q R— S-hti c.-aao; 

I dx V. ■ d x‘ ~ 


(B) 


Q — -ï-d R -+- ~J*S — 

^ dx d X* 


&CC. 1 


R i- d S -+• &c. = o , 

dx 


les co-efficiens des équations B font, dans la première, les nombres naturels; dans 
la fécondé, les nombres triangulaires; dans la troifième, les nombres pyramidaux; 
& ainfi de fuite. Il ne fera pas inutile d’éclaircir cela par quelques exemples. ' - 
Soit d’abord la fonélion du premier ordre hdy -\-mdx ; à n a C = np -f* m , 

& par conféquent t? = -jy p jÿ-" , P = n. Subftituarit ces valeurs dans N — 

ï . d n d m d n d n dm d n — • 

dï JP =* o, * l v.ent^p-f- —j~di~ 7}/’ = o,ou 1? j = ^- 
Je prends pour fécond exemple la fonélion du fécond ordre (/!}+») dx. On a 
N =* ~ q y P =cz ^ q •+• ^ , Qs=n ; 6t fubllituant ces valeurs dans 


1 équation N dP + -jjrd- Q =r o, tl v.ent -j-q - 4 - d 1 

— -7- q d — -j— d ~ H — “ d 1 n — o. En adievant les differen- 

d x 7 dp d x d p d x 

dations indiquées , &c réduifant , on en tire 
f d n d' m d' n \ d' n \ dm d* m d* m 

\ * d y dp* d p dx d p d y J dy d p d x R d p d y 


d'n 
d x* 


^Pdxdy 'd - /’ 1 7 / ^ 0 ‘ 


Mais les fondions m & n ne devant pas renfermer 7, cette équation ne peut étro 
identique à moins que ce qui multiplie q ne fort égal à zéro ; cette équation dqit 
doit donc néceffairement fe partager en deux autres qu’on voit évidemment être 
Partie I, X x 
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celles que nous.avons nommées plus haut a ti b. Si la fonction du fécond ordre 

eft la différentielle d’une fonction de y ,x ; à caufe de. P — j- d Q = o, on 
'i 

dm d n ci n d a 

aura de plue (e) jj, — f j~ p !Ty= 0 - 

On a donné aux équations telles que a, h , c le nom d’équations aux différences 
partielles. Dans le problème dont il eft' queftion , ces équations font identiques. 
Mais fi Pon propofoit de trouver deux fonctions m 6c n avec cette condition que 
n dp -f- md x fût la différentielle d'une fonction du prem.er ordre , on auryit m Sc 
rau moyen des équations a Sc b ; Sc comme il y a une infinité de fouttions du 
fécond ordre qui ont tes conditions requifes , il eff clair qu’il doit y avoir une 
infinité de valeurs de m St de n qui fatisferont aux équations a St b. 


CHAPITRE IL 

' * ■ ’ i’ 'i 

Des principaux usages du calcul différentiel. 

- .. , , - ■ . • * , 

' ( 141). !N"o U S nommerons ( fig . VII ) 
t . _AP^, pA>J,. VA> ffyUM,, AUAfyC, AM, s; 

& nous aurons j = î. fin. Ç,.x = H — {cos. C , PT e=^y , P/? , 

J s = y/ dx^iy- = y/ 7 ^ 7 c. zp MR fin, PTAU 

. - ~ • t* y 7 ti x 7 - 


j/x : 
dli 


» Je 


^ç-„-,cos» PTM 3=3. yy le rayon de courbure r= -r- „ — 

. ' ' 

figne — étant pour la courbe concave vers Paie, & le ligne -t- pour la courbe 
convexe. , • 

Pour ‘déterminer la pekpendiéulaire UO fur la tangente, on remarquera que 

Ini.XlUO == fin. ( C -f- |T J == fin. C - 4 — jj cos. C; on fera enfuiro cette 
proportion . 

1 : C : : fin. UMO : UO = 7 ? fin. C -+- Ÿ î cos. C = == yd -f^p±£^. 

. ai' d s d* 

\, 

De pîiR y à caufe de T MU = TMP -f- PMU 9 on trouvera 

#/ — X d y -x- H dy 

dl " ~~ 


fin. 7 -d/t'= ^fin.C-t-^cos.C = ^ 


t'/a 


-r i* t 7 * ' r m d x dr y d t -f. x d .r • — H d x 

cos. TMV — jj fin. C - 37 cos. C — ~jj — ~ 
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243. En combinant ces formules, on peut en augmenter le nombre; mais, 
faute d’attention , on pourroit ne pas arriver au réfultat le plus (impie. Si , par 
exemple, on demandoit la relation entrer, ç Sc T ; à caufe de d tang. Z 

dT . . _ d. T . , dy dTdt 1 __ rf, 

— P Sc de cos. ^ , onauroitrf^ — &r = q=- 3T . 

On trouveroit aulfi 


( = y x dx — HJx)=-JrrdT(yÇ\n. T —cos. T\/ f—ÿ), 

d’où l’on tireroit js= + ^~Tr ^ n ‘ ^ it T C °j ^ m ^ r ^ ^ — - d 
Après avoir difFérentié cette équation, on y mettra pour dy Ça. valeur 
ds fin. T = + rdT fin. T, & on aura (A) (rd T — d • — 

i ÏÏTtT= 77.)fin.r=( Ifi-i.alîzps 1 ) T _ fot _ 

mule très-compliquée. 

Nommons A la perpendiculaire fur la tangente, & n l’angle que cette tangente 
fait avec le rayon vtûeur ; à caufe de {</{ = y dy ( H je) dx , 

= on a dC^JjL-'jh'^ = 

Mais A e= ^ fin. n , dh = (</{ tang. rf+.^dn ) cos. n = (dC-+-dn)i cos. « 

= — 1/ T y' — A 1 , puifque { cos. h = \/î* — A 1 . De plus zl/O = OT — . 

1 MT = = =±£t ; on a aufli i)/ 0 =* v'î 1 — A* ; d’où 

l’on tire — î-i* = Vï — A 1 » 8c h = iülJZlL. Ainfi <Z r \dT =, 

û S d S 

— — * = — d \J z- —■ h- = d ; d’où l’on tire . à caufe de 

v ï’-*‘ '' 

d s <=+■ rd T f ( 5 ) rdT— d- îli—JL y/TIT^d^- == o. 

■*v 

En comparant cette dernière équation à l’équation yZ , on aura aufli 


( C). . . . — d • j . — — = o, que nous démontrerons directe- 

ment de la manière fuivante. 

Nous avons trouvé <Z A = — dT \/ r 1 A 1 = ] J — = IC ; 0 r . 

’ v d i 1 r * 

des équations d h = + L £l , d s = r d T , A s c= j \/ s 1 ■ — d , on tire 
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facilement — d 


-y" r X d T* </ 

_ rd T ; donc , &cc. D’ailleurs il eft facile 


de s’afïurer ^ue les équations B & C font identiquement la même chofe. 

_ . . r d t t>/r x dj'~ — dz x 

En effet , fi nous uippofons — — = dq 9 nous aurons q = yjj , 

T d r 

U’ où nous tirerons r d T= — r * En fubflituant cette valeur dans la pre- 

V{ * — t* 

l J l— 'îfdl 

mûre , nous la changerons en celle-ci — ; — — — d \ = o , qui 

v r — î* 

cil évidemment identique. Ce feul exemple fuffit pour faire voir comment il fau- 
dra s’y prendre pour déduire les unes des autres les propriétés communes i toutes 
les courbes. Ces propriétés communes font comprifes dans des équations entre 
trois co-ordonnées, dont on combinera chacune avec une équation de la courbe 
propofée pour en tirer les propriétés qui lui conviennent. 

(114% Lorfqu’on aura l’équation d’une courbe entre deux co-ordonnées y & x y 
tout fe réduira à en tirer le rapport entre les différentielles de ces co-ordonnées. 
Si ce rapport fe préfeute fous la forme de f , on différentiera une fécondé fois 
en regardant dy & dx comme conllans, îc le rapport demandé lira renfermé 
dans une équation du fécond degré; (i cette féconde différentiation ne fulEt pas , 
on différentiera une troilième fois, une quatrième fois & toujours ainfi , jufqu’i 
ce que l’on foit parvenu à une équation qui puilTe donner le rapport demandé. 
L’expufant du degré de cette équation fera égal au nombre de fois que l’on aura 
diffërentié (n°. 166). 

Nous prendrons pour exemple la courbe qui a pour équation jy* — axy* •+■ 
t x> =0, i laquelle on demande de mener une tangente au point où x =0 

& y = O. Une première différentiation , donnant 4 y) dy 1 axy dy — 

a y- dx -t— 3 bx'- dx~o y ne fuffit pas. Je paffe d une féconde, en regardant 
dy S l dx comme confiant; celle-ci donne 6 y- dy'- — axdy 1 — laydxdÿ - +- 
j bxdx- = o, qui ne fuffit pas davantage; il efl donc néceffairc de paffer à 

une troifième, de laquelle on tire b ^ ^ ^ — c ^ = o. Les trois racines 

= 0 1 “j-ÿ ~ -j- j ~ ~ -y/ de cette équation indiquent trois 

branches de la courbe qui paffient par le point où x= o & y = 0. Ces bran- 
ches s’y coupent de manière que l’une d’elles à fa tangente au même point pa- 
rallèle aux ordonnées ( n°. 139 ). 

On a une fonélion de y St x qui devient | dans certains cas particuliers , 
6c l’on demande quelle efl alors la valeur de cette for.ftion ? On peut toujours 
regarder une fonclion quelconque de deux variables , comme exprimant un rap- 
port entre les différentielles de ces variables ; ainfi ce problème fe réfout comme 

le 
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le précédent , ce dont nous avons donné plufieurs exemples dans le n°. 167. 
Nous allons faire ufage de cette même méthode pour réloudre en tractions (Impies 
toute fraélion rationnelle propofée. 

(145). Soit, comme dans le n°. 85 & les fuivans , toute fraélion rationnelle 


• , on aura A égal à ce que 


repréfentée par — , Puifque ( n°. 87 ) S n x ■ 

devient ^ ' m ^~ n x ) , lorfqu’on fait m ■+• fl x =a O. Mais dans cette hypothèfe , 

le numérateur P (is+nr), & le dénominateur Q , qui a pour faéleur m-\-nx , 
font zéro l’un 6c l’autre; j’ai donc recours à la méthode précédente, 6c je 

trouve que A eft égal 1 ce que devient ( m -I* ” * ^ * 4 ~ "J* J , ou , à caufe de 

W“f-fl*=0,àce que devient ^ ' L , lorfqu’on fait Cette méthode 

ne donneroit rien fi --- renfermoit encore le faéleur m nx. 

a x 

v , I 1 * 4- 1 »* -4- 4*' , 

tn prenant pour exemple ~' x )‘ ^ ~ â£x-) ‘ » ona «=!»«— ijOt 

PJx 


I -t- 1 * -t- 3 *’ -t- 4 *’ 


d Q. (x — *)* ( I H- * J ) — **( 1 — 3 ** C I — *)** 

jr fais x = o, 6c il me vient A =m 1 ; je fais enfuite ar=a= — 1 , 6c il me vient 

Nous avons vu ( n°. 8S ) que P S [ A' -+- B' . (p-i-qx) 4- . . . -f -IT. 

(p- ^~1 X ) * ] doit être exactement divifibfc par ( p 4- q x ) f ‘. Or comme 

p+qxn’eù. point un des faéteurs de S, néceflairement —~~A' — B'.(p+qx)—.. i 
_ S 

• . • —H'. ( p-i-qx) 1 " 1 fera exaélement divifible par (/> 4 - q * ) *• Donc cette 

même quantité , 6c fes différentielles fucceflives , jufqu’à celle de l’ordre y. 1 

inclufivcment , feront nulles dans I’hypothcfe de />-+- qx = o. Je nomme K ce 

que devient ~ , lorfqu’on fait x = ZL £ ; K! ce que devient -h- d ( ~ ") , K" ce 
J j d x \ S y 

que devient ~ -G) , 6tc. dans la même hypothèfe. On aura cette fuite 

d’équations K — A' = o , K' q B' = o , K " x q 1 C = o , 

K " — x . 3 D' = o , 6cc. ; d’ou l’on tire A' = K , B' => ^ , C = £■ 1 , 

D = , &c. 

*• 3 • r 

Dans l’exemple — ss I _ "h_HÎ , 6c q =s — 1 ; 

O X ^ 1 X J 

Partit 1. Y y 
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d ' plus J-d ( P s ) = ~ " 1 ' - ;-V, Z.'/ L - i faiïant donc 

* — i , il vient À' = -J , Sc là' — 1. 

Je paffe à la traûion trinôme -* -- , , dont il s’acit de dé- 

‘ r -r j ri tcos. .Vf 1 * 1 a 

terminer les co-efficiens (n°. 89). Puilque S = ; , Se que 

r ir»*w.fc+ / * 

la fuppofition de r 1 -4- 1 rrx cas. C -4- t- x'- — o re' d nu's le numérateur & 

le dénominateur de c^tte frafho.i ; il cft clair qu’on trouvera S dans ce; te hy- 

pothefe, en mettant — (cos. £ Hh V — 1 fin- ^ ; P our x ^ ans * a formule 

'LQ Je nomme X -4- A ' J 1 , ce que devient — ? par 

1 (rr CO». î-r-r *) J > ~ ’ 1 <1 x V 

cette lübftitution. alors S fera éealà - — — f- ^ 1— . Mais (n°. 80) nous avons 

trouvé pour 5 dans la meme hypothèfc X + <r y/ — 1 ; on aura donc les deux 
équations , 

— a rr yf — I fin. C ( E -4- c — I ) = À -4- A y/ — I ; 

irt ^ — 1 fin. t(ï-ry/ — 1 ) — À — A' y/ — I ; 

» — K* K 

d*où i’on tire aifément 2 = - — a- -zr Sc mettant ces valeurs 

2 r t fin. b 1 r t î.n. » 

dans ce que nous avons trouvé pour E 5c F , il vient 

r i r r fin. Z (À' x — A* n ) - 4 - 1 >■ / cos. î(A^n- 4 -Â’'^-) r a / 1 ( A" n -+- Â’V) 

£ =* aT’T'A •- ’ ~ ~ r - ~ • 


A' ‘ -r- A ’ * 


Lorlque c’eft la fraélion - — ® i^rr— — ' — qui eft propofée , on a 

1 J- ( I — *) r r . 

~ = i — 4 a i ar* -4- 4 a-> — 10 a. 4 -4- 6 *f. En faifant les fubrtitutions 

0 X 

nécelT.tires , on trouve A = [- , À - ' = | V 3 » P ll ‘ s A = — ~ , f = |. 

(146;. De cette manière il n’cfl pas nécetîaire de cnnnoîfre S , ce qui ne peut 
fe faire f>uvent qtie par une opération longue & pénible. Par excmp'e, il lera 
bien plus court de fe fervir de ces derniètes formules pour trouver les traitions 

partielles trinômes de la fraflion rationnelle — r. On a /' = *™ 

*■ ( a» ï ) * 

Q = d Jl = na' x" — — «. 


une de ces traitions trinômes ; 


a — 1 a x cu>. — -t- x . 
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l’équation « l — i «a: cos. '-~-4- **=o, donne x = t ^cos. '-L -4- i fin. 1 ; 

faifant donc leS'-fubflitutions convenables, il vient n = a m cos. ? ' c 

a * 

*• = «*» fin. Î!LL , X = a ' ■+■ " — 1 ^ « cos. LéLTTL'-Xlü -4- ( x -J— n) . cos. 

(*-i-/i — 1 1 • î c \ r .> , , . , r ,• (« — 1 ) ■ i i , , , 

* l J, h n fin. i —i -f- ( a] -4- n ) . 


fin, 


( * -t- n — O 




On propofe de réfoudre en fractions (impies la fraflion rationnelle 


’-f-» 4 


On a n: — o, n =» o , k «= 4 , ri = 1 , *■ = o. Les fadeurs de a 4 -4- a 4 font 


a 1 — 1 a x cos. — H- a» = a- a x y/î-f-* 1 , 6c a 1 — la x cos. IL. -4- 

4 4 

ar‘=:a 1 -4-aary , l-4-a I ; donc lorfque i— 1 , À’ = 441 cos. LL =, — 1 a > J 1 ' 

K — 4* 1 fin. L c = i a> y/ 1, E =. — L, , F = — — î — 4 lorfque i =* » : 

4 la 1 a 1 y 1 * a» 

JT c= 4 «> cos. ' C = Ifll y' 1,À"= 4 a 1 fin. 2L =: la) y' 1 , £ = 1 ' 

4 4 aa* * 

£ = --L Ainfi — 1 — = _L_ ( V * , -4- V 

1 a J y' 2 a 4 x 4 2 J'y' a \ — j* ^ a, -+- x. û' - 4 - u x ^ 3. - v x* J 

(147 . Enfin pour déterminer £' , F 1 , Sic. (n°. 90) je remarque que S ne 
doit pas renfermer le facleur s 1 -4- 1 s u x cos. k u- ar l , & que pat conféquent 

J> 

-g E' F' x — (G' -t -H x)(s l -+-lsux cos. « -f- «* a‘ ) .... __i 

( iL ' -4- S" x) ( j* -4- i s ux cos. u -4 -k ! x : )’ 1 doit être exactement divifible 

par (a 1 — 4“ 1 s u x cos. « -4- u’- x 1 /. Donc cette même quantité, te fes différen- 
tie les lue ellives , julqu’à celes de l’ordre r — I inCulîvement , feront milles 
dans l’h) potlicie de s'- -4- i su x cos. » -4- u x 1 = o. Je nomme K -4- K' y' — 1 , 

p t 

ce que devient -j , lorfqu’on fait x = ( cos. * ± ^ — 1 fin. u ) ; 

■K -H A!"' y/ — 1 ce que devient 4 ( — ^ , 8cc. dans la même liypo- 
théle. On aura , pour déterminer £' , F', Stc. cette fuite d’équations , 

J£ -f: £' y/ 1 — £' -4 — — ( cos. « — I — \J — 1 fin. k ) = o , 

A’ 1 ± K " yé — 1 — F’ Ht 1 su y/ — 1 fin. * [ G’ — — • ( cos. u 
± V — 1 fin. y ) ] = o , 6tc. 


4 

: 
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Je prendrai pour exemple la fraflion rationnelle x , - Les faflcurs de 
A* -q- *4 font 4» ■+• a x yj 1 -+- *' te a 1 — a * rV 1 + »*. Or, i°. foit 
5 =s( 4 *-H ax yj caufede -j- = (a , 4ît . ,1 ,» & de 

h d ( t ) = » °" a * en foifant * “ T * c 1 

A' ± A" y — » v - « = )° 

sTV^ - * & par confét l l,cnt K = °, K = , K = 3-777; , 

JC" t= 877 — On a donc les quatre équations 


— V — « 

_ P 1 

aF' _ a F' C — 1 

8 a' 

V — 1 

■ — £> 

_ r' 

V 1 v » 

éF' a F' C — 1 

* j 

CO 

. w-« 

V * V » 

. _ 4 . / « . / * _ 

8 a 7 1 
1 

^ 8a'V * 
1 V— » 

““ s* v/ y 1 y t 

+ «c v 1 y — 1 ■ 

8 a> V» 

8 a> VT 


Les deux premières donnent £'= 77; , f = 7:77 * on tire des deux autres 

c'=ÿ 7 -, // = 8^77- i°. s = (*‘ — * w » -+- )> ; ««*««“ 

1 

77 ( » =F ✓ — 1 ) Pour * dans 7- = (j ._ JJyfj+J .')r , & dans 
iT'C'sV — • on tro “ ve K±K V — i = ~ S 7^> 


1 ru 1 _ _ a -4- Ç * — 1 1 ~ ^ s. donc 

it V ** — 4 4 S y' a ( 1 zïl V — 1 ) Sa’ V 2 — Sa 5 , 


K —o, K — Sj .>^ — a*> ^ i* ^ 

quatre équations , 

V— « r> ,* r ' * F' yj — 1 

’ * ■/ - V 1 

a F' Ç — I 

V a ' V 1 

— 1 , ié-i 


■3— 7-q — . En fubftituant , il vient 

04 y 1 


8 a* 


V * 


= 0 1 


$ .2 y 2 b' 4 1 y 1 

_ — J _ 3 V — 1 


4 ^ î — X + 4 1 IJ y — I -4- 4 l /f J 


S“?vï 8 a> V - »' *+‘ aC: V 1 V — »— 4 -A’ y/ — I + 4 1 0. 


Ces 
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Ces équations donnent £' = gqj, , /' = ^ a , 


G '=-ù’ H ' = r. 


v> - 


On trouve donc que la fraûion rationnelle ^ ^ ; 1=5 ^ ( a *- Txy/i -t- it 1 )* 

î • ( x a — » y/î ) | a -1- Jr y/ 1 I 3 • (»+« V Q 

l6a 7 (a ; — a jc V 2 -*- * : ) 8 a 1 (a 1 +ac yt » -+. x 1 }’ i6j’(a‘ + 

Ce petit nombre de problèmes fuffit pour faire voir qu’on peut fe fervir avanta- 
geufement du calcul différentiel pour Amplifier les calculs algébriques. 

( 14* ). Lorfqu’une courbe eft toute dans un même plan , comme nous l’avons 
fuppofé au commencement de ce chapitre, il ne faut, pour en déterminer la nature 
que deux co-ordonnées; il n’en eft pas de meme des courbes décrites fur des furfaces 
courbes, &C que Claitaut a nommé courbes à double courbure. Soit Z ( fig. LVlll) 
un point quelconque d’une courbe à double courbure ; de ce point Z j’abaiffe une 
perpendiculaire Z AI fur un plan fixe, que je fuppofe être celui de la planche, & 
dans lequel j’imagine un axe AP donné de pofition; je tire enfuite A! P perpen- 
diculaire à cet axe. La nature de la courbe à double courbure fera définie par la 
relation entre les trois co-ordonnées AP (x),PAI (y)\, MZ (j). En abaifiant fur 
le plan CAP , qui eft celui de la planche, d’autres perpendiculaires comme ZM , 
je tracerai la courbe DAI qui fera la projeQion de la courbe à double courbure. 
Or il eft clair que fi par les points Z & Al on mène des tangentes aux deux 
courbes, ces tangentes doivent fe rencontrer en un point T; èc que, nommant 


DAI , s , on doit avoir d{: ds : : { : AIT = qj— ■ Quant à la fous - normale 
MK , il eft vifible que le triangle T Z K reûangle en Z donne 


T AI : MZ : : MZ : Z K — ^ , &c. 

C S 9 


J’élève perpendiculairement au plan CAP Al un autre plan CAB ; j'abaiïïe des 
perpendiculaires telles que Z S ’ qui traceront fur ce plan une projeüion EN de la 
courbe à double coutbure; j’abaifïë aufîi du point N une perpendiculaire NQ fut 
AC ; NQ eft égal à Z AI, & A Q à P AI. Si de quelque manière que ce foit on 
parvenoit à connoître la nature des deux couibes de projeâion DAI & EN , on 
auroit deux équations, la première entre y Si x , & l’autre entre _}•&{; avec 
ces deux équations on trouveroit les valeurs de^ 5 c ç en x , & les valeurs AIT , 
MK , &c. en fonQion de la même variable. Soit la courbe DAT une parabole 
qui a pour équation y = ax, & la courbe EN un arc de cercle qui a pout 
équation^ 1 -4- a*. On tire de la première 


j d x yj a Jïyf( 4 J- + < 

d *= —y/—’ ds = — wir- 
*** = TT^ArTTj- D « nc mt = 


; 6t de l’autre d^ = —^ ) » d ' 


OU 


V* 




— nyj X 


,&c. 


Mais il vaut beaucoup mieux confidérer avec Eukr les; furfaces courbes elles- 
mêmes ; c’eft ce que nous nous propofons de faire le plus clairement qu’il nous 


Parti* I. 


Zz 
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f. ra pofïib’e, fans cependant entrer dans des détails qui pou ro.eut être três-inté- 
refîaus, mais que la natu eue cet ouviage ne Comporte pas. 

( 149). Il faut d’abord remarquer que Z (fig. L/A ) étant un point d'une 
furface courbe , on peut fuppoftr que l’ordonnée { eK HrC.ion dej & * , quel 
que foit d’aiileurs le rapport cuire ces varia! les; ce que t ous expinierons airfi, 
d{ = m d y -t- n d x. Cela pôle, fi on coupe la furtace courbe par un plan, il en 
réfultera une ftêlion qui aura ut e certaine courbure; on demande de déterminer 
cette courbure pour une fcCÙon quelconque J Je iujpo e qu’ci e pafïe par le point 
Z , 5 c que BE l'oit la con.inune iecl.on du plan ire. nt Sc du plan G AC. Du 
point M j’abaifle A/<V perpe-.ciculaire fur LE, St ie ire Z A qui fera au (b per- 
pendiculaire fur BE ; je t s «r, l’angle tP . ~ tf , 6e l’angle As A Z , qui 

eft l’inclination du plan ZBE fur le plan GA( , — „. 

Les triangles recïanglesflé’O, MS/ ) donnent / : tang. C:: x — a: PO = ( x — a) 
tang. £ , donc Al O = y — — ( x — a tang. £ ; cos. C : jr a ; : 1 : B O =s 

— ~ t ; 1 : M O : : cos. £ : M S = y cos. £ — ( x — a ) fin. £ : : 

fin. C : O A’ = y fin. £ — ( x a ) fin. £ tang. £ , dore P V m y fin. £ 

-f- ( x a ) • cos. £. A caufe du triangle rcêlangle Z ALS ’ , on a cos. n : 

y ros. Z — (x — «Ofir.C 

MS : : 1 : Z N = - , 1 : tang. « : : MS: MZ= [y cos. C _ 

(at — a ) fin.C-] tang. ». Nous avons fait </{ =r m d - v -+- ndx ; donc mdy- f- 

, „ , , , r „ , d Y fin. î une. s -+- n 

ndx — ( dy cos. £ d x lin. C 1 tang. «, ot — = — - — 

' <4 ' ° 1 ûx co\. otanj > — m 

Si nous nommons f St u les co-ordonnées BS St A Z de 1 a fefiion , S: g fon 

i‘\i+(~yŸ 

rayon de courbure, nous aurons p =. 7 ~j » en fiippolant la 

~ J \ Jt) 

concavité tournée vers BE. Mais r = y fin. £ ( ar ■ — a ) cos. f , a = 


y cos. î — ( * — a ) fin. 


î, j r />. 1 , , dy c«s. b — t/xlm. » 

- , dt=.d y fin. C-y-dx cos. £, du— — — ; 

’ V ’ COJ. B 


donc '■ 

it 


„ / • y 

a '-"\Tx 


cos. » — fin. » . . 

d x . d v du 

r ; 5 é mettant pour — fa valeur , — - =5 

“ y r _ • a \ “ X “ * 


n Cr*. « -4- m Hn. Z 


un. m -4- co**. v • ^ n fin. * — m cos. C ) 


• Donc 


J t ) _ fin. « ( 1 ir ^.n. Z -4- <f n c^s, Z ) -4- COS. n(ni/m — 

1 ài [ np. « -+- cos. k n lin. Z — m c« S. o } ] * 

Je O.rnp^f^ dm — pdy -4- qdx & Jn qdy -4 -rdx ; on doit f*c rappçlfer 
que /TJ -f- ndx étant une diiféreiuiciie exade, le co-efficient de dx dans U 
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différentielle de m cft é^;al au cj-efiicieut de dy dans U différentielle de n . On 
dy 

dm _ ? a x p ( fin. Z tan^. tt 4 - n ) - 4 - 7 ( cos. ® rang, v — • w ) 


— - - fin» « *4“ ces. 
d x 


d n 

dt 


q ( fin. £ fan*. « -4- n ) -a- r ( cos. ? t^ng. a — m ) 


ung. v n lin. • — m cos. • 

K‘S.) 




lülïg. V tl un. * — CT cos. • ' ‘dt 

[lin. « fin. î-t- n cos. a] [ ( fin. Jung. « -ht) ■ f -h {cos. S lang a — m) -j] 

[ fil . a cos. » — mcos. a ] ( ( fin. S lang. a -*-«)• f - 4 - (. co s. » rang. a — m ) • r ] 
coi. a* (taig. a •+■ n fin. S — m cos. ï) 5 

i 

— [cos. a’ • (rang, a -n fin. S — mcos.CV -h {n cos. S -s- m fin. *)’] “ : cos. a 

L/onc p = * ■ ■ -■- -- — ' * 

(tin. a lin. i-t- n cos. a] [^fin. » lang. a-*-//) . />-+-(COs. » ang. a — m) - j] -f- 
(fin. a cos. ^ — mcos. a] ( (fui. • lang. a -i-ff) y .* (cos. .ta g. a — »j) . r J 

ç’eft | e rayon de courbure pour une fection quelconque. 

(150). J’imigine que la furface eft coupée par deux plans perpendiculaires 
(Jîg. LX) au plan GAC , 6c qui paflenr par le point Z ; que la commune 
fcction MO de l'un de- plans avec le plan G AC eft parai èie à AP , 6t que la 
commune fection de l’aurre plan avec le plan GAC eil la ligne MP. Ces deux 
fictions MZO , A! Z T font très-rema qu.,b es. Si on fait va.ier MZ ^ , fans 
que ceue ordonnée c. fie d’e re da is le plan de a feûion ZMO ; comme OM eft 
par llè'e à AP, y ne va.iera pas, & la d fferentielle de qui efl funâion de y 
& de .v, ne fera prife de ceue manière que par rapport à x leu! c’eft-à-dire , 
qic la differentic le de confidéiéê comme ordonnée de la feâion ZMO , eft 

é?ale à ndx. Mai. fi o.. f it sa ier { fans qu’il cefle d’d re dans le plan de la 
Cet on ZMT ; alois x ne vaiiera p< int , &t la dilfétemicile ne fera p ill de cette 
nia ère que p..r rapport à y fe> 1 ; c’eft-àdie , que la oifFé'emielle de j , confi- 
d iéc comme ordonnée de la ftélion Z AU , efl ega e a mdy • Je mène aux cour- 
baies des deux fictions ZAïO, ZM 1 les norma es Z À , ZS ; &t il luit de ce qui 

précède, que la fous-normale MK ^S a ' e a n l> ( l L:e là fous-nor- 

male MS C — ci-l j efl égde à — /»{, je prends le figne — , parce que les y 

font poli 'f. de P vers M , 8c que cct'e fous- normale eft fuppolèe aller de M 
vers P. Dan le p an GA i . je tire 'e« droites K P S: SV parallèles aux droites 
MK Sc Af> ; (i p.i le put P où ces deux droites fe rencontrent, on tire Z.V , 
celte d oue fêta normale aux courbures des deux ferions, 5 c par conféqucnt 
normale à la furface propolëc. Je joins les points A/ 5 c V par la droite AiV , 
Sc à ciufe du tria ig’e M KV rcCbngle en A , j'ai { x/ («r 1 -+-n~) ; le 

triangle ZMK rectangle en A) donne ZV — ; 1 t - m- -f-n ! ). 

Dans tous ces calculs, mois r’ avons pas fuppofé que les y 5 c les ar euftent 
gntr’eux aucune relation ; c'eft-à-dite, que nous n’avons pas fuppofé que les- 
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courbes qui terminent les y dans le plan G AC fulTent alTujetties à la loi de 
continuité; on peut concevoir qu’elles ont été tracées librement, & fans aucune 
régularité. Mais il n’eft pas encore temps de nous occuper de ces fondions que 
les géomètres ont nommées irrégulières & difcontinues; que Euler a le premier 
introduites dans i’analyfe, 6t fans Iefquelles on n’auroit pas pu réfoudre un très- 
grand nombre de quellions importantes. 

( 151 ). Toutes les ferions perpendiculaires à la furface au point Z , auront 
pour normale la droite Z K. Si la feûion , dont nous avons trouvé plus haut le 



tangles S s K, SuM qui donneront 1 : SK (= MK = n[) : : fin. £ : S s = 
Kit— ni fin. £, 1 : MS (= — /»{):: cos. £ : Mu e=s— otj cos. C. Donc 

MN = ni fin. C — m j cos. £, & tang. K Ç= -fi-ÿ') = 1 : (n lin. £ — m cos.C) ; 

donc fin. u = 1 : y/ [ 1 * 4 “ ( n fi"* £ — m cos. C) 1 ] , cos. k c— ( n fin. i — m 

cos. £): y' [ 1 -4- (n fin. £ m cos. £ ) l j. En fubKituant ces valeurs dans 

l’exprefiion du rayon de courbure ci-dcifus mentionnée, on aura 

I 

— [ t ■+■ ( « fl"- f — ”1 COS. Î)*](i4-ffl l -l-n*) 1 


f [(i-t-»’) fin- C-*» ces. î]([(t +■/>*) fin. î-ian cos. !] -/-!-[( 1 -( -m') cos.î- mufrn.î] • y)’ 
■** [(H-m ! )-cos.f-nMfin.î]([(i-t-« 1 )-fin.î-m/icos.fI-î-t-(^t-t-/ii , )cos.C-mafin.C] r) 

c’eft le rayon de courbure de toute feclion perpendiculaire à la furface au 
point Z. 

Pour trouver le rayon de.courbure de la feâion MKZ, on fuppofera que EE 
paffe par le point M, ou que MSJ — Q. Mais AIN = n { fin. C — mi cos.'C, 


donc 


fin. S 


cos. 

fin. C = 


V (< 


— ; d’où l’on tire 
u 

m m « 

; * cos - c — 


■»*)’ 


. Er. fubfiltuant ces valeurs dans 




■n*V 


la formule précédente, il vient 0 

n p-+-imnq-ï-n*r 
Si on fait NK = o, ce qui donne MK perpendiculaire à la commune fe&ion 
SE, on aura la feâion perpendiculaire à la furface au point Z, qui fait avec 
la feûion MKZ un angle droit. Il faut chercher l’exprefiion de NK. Les triangles 
reûangles S s K, Su M donnent SK = n j cos. £, Su — — ru ç fin. £ ; St par 
conféquent NK=ni cos. fin- £• On tire de l’équation 


n cos. C -+- m fin. C = o , fin. C 1 


yt[m*. 


fi — in 

■ ~\ ’ COS - - y/ 1 


6c fubftituant ces valeurs dans la même formule générale, on trouvera pour le 

- — ( m* -V n 1 ) ( l •+*■ ^ 1 *+■ ) 


rayon de courbure de la préfcnle fe&ion ^ 


n'p — 2, mnq +• ! 


(M 1 )' 
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(131). Nous regarderons la fedion ZMV comme la principale de toutes les 
fedions perpendiculaires à la furface au point Z ; Le nous demanderons de dé- 
terminer le rayon de courbure d’une des autres, en fuppofant connu l’angle 
qu’elle fait avec celle-là. Sur le plan ZMt ' ( fig . LXI ) j’élève une perpendicu- 
laire MO , & du point M j’abaiflfe fur ZV une perpendiculaire ML ; je tire OL 
qui fera aufîi perpendiculaire fur ZV , & l’angle MLO , que je nomme p , eft 
celui que le plan BVZ de la fedion , dont nous cherchons le rayon de courbure , 
fait avec le plan de la fcdifn principale. Je fais ponr abréger y ' ( m l - 4- n l ) as t , 
«'-(-/t 1 ) s= u ; cela pofé, les triangles rectangles ZMy, MLy donnent 

fin. MVZ = — , Le ML=: -J. Ainfi dans le triangle redangle LMO , on a 
MO «=» ‘S tang. p , d'où VO — a y' («> -4- tang. p 1 ), Les triangles redangle* 


y SM. VMO donnent fin. SVM = — , cos. SVM = 2 L fin. OVM = 

’ t t ’ 


, cos. OVM as 


V (“* -è-tang./»*) 


V '(“* -H tMg. i»*/ 


Mais O VS (z=C) = 


OVM - SVM ; donc fin. C = cos. C = "“-"«"S;* . 

Il faut fubftituer ces valeurs dans la formule donnée plus haut pour trouver le 
rayon de courbure de toute fedion perpendiculaire à la furface , Le il vient pouf 
le rayon de courbure de celle de ces fedions qui fait avec la principale, un angle 
p , t — ■ — (i-t-tang. M 1 ) : [ (<»•+- nu tang. p)- p -f- 1 (m+/i# tang. /a) 

( n — mu tang. /x ) q -H ( n m u tang. /*)*»•], ou 

f = — — V u> : [ ( m cos. /x H- nu fin. p) 1 p -f- 1 ( m cos. p -4- n u fin. p!) 
(n cos. p — n u fin. p ) q + (n cos. p — m u fin. /u)> r ]. 

Je transformerai cette formule en mettant pour fin. p 1 , cos. p 1 , fin. p . cos. p 
leurs valeurs cos - ~ ■* * , l. ^ . c0S l. V“ , - n — — ; Le après avoir fait pour abréger 


[ (m 1 -+- n‘ u») 7 + lBH.(l-n l ).f+(ti 1 + * 1 « 1 ).r]:-it‘« l =sP, 
[ ( m 1 — n'u l ’).p-\-i.mn.( 1 -f- u 1 ) . ÿ- 4 - (n 1 — m* u 1 ) . r]: — » *= Q, 

[ m n (p — r ) -+- ( n 1 m 1 ) . q ] : — • t x u 1 — R , 


j’aurai — = P -4- Q cos. 1 p -4- R fin. 1 p, 
t 


(153). La forme que nous venons de donner au rayon de courbure, nous fera 
faire quelques réflexions qui pourront paroitre intéreflàntes. Premièrement , foient 
y, f, f" les rayons de courbure de trois fedions perpendiculaires à la furface 
qui font avec la principale les angles p , p , p' 1 on aura les trois équations 


1 

f 


e= P -4- Q cos. 1 p -4- R fin. 1 p 


T 


as P -4- Q cos. î p' -4- R fin. 1 


f 


a= P-f- Q cos. 1 p"- 4- R fin. 1 p au moyen tjcfquelles on pourra toujours 
Ptrtit I. A a a 
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connoîrre P , Q 5 c R ; Sc fi on demandait enflure le rayon de courbure d’une 
autre feffion perpendiculaire- à la furface «fui fit avec la principale un ang'e T , 
on le trouveroit en mettant pour P , Q & R leurs valeurs dans la formule 


?L, =/* -4- Q cos. U - 1 - R fin. x S. D’où l’oa peut conclure qu’étant donnés, 

f 

les rayons de courbure de trois des ferions perpendiculaires à un point de la 
furface, on pourra toujours trouver les rayons de courbure de toutes les autres. 
Secondement , il efl clair que le plus grand St lt moindre de ces rayons de cour- 
bure fe trouvent en égalant à zéro la différentielle de P -I- Q cos. x p - 4 — 
P fin. 1 f a prife en faifant varier l’angle p ; d’où l’on tire l’équation — Q fin. l p-{- 


R cos. t p — o , &c enfuite tang. x p = La tangenfe d’un angle eft encore 
celle de cet angle augmenté de la demi-circonférence ; fi donc nous nommons g 
l’angle qui a pour tangente , l’équation du maximum ou minimum donnera 


p ■£-,& ju= -v. -4- 90°. D’où l’on voit que les deux feû ons dont l’une a 
la plus grande 5 c l’autre la plus petite courbure font néceffai rement perpendicu- 
laires entr’ elles. Troifiémement, fi le rayon de courbure ! de la fetfion 

1 r y 

que nous avons nommée la principale efl un plus grand ou jin moindre , le rayon 
de courbure de la fection qui lui efl inclinée de l’angle p , aura pour exprefiion 

î ; autrement le rayon de courbure — — ! de la feffion qui fait 

/> _|_Qc.»s. î( u 7 P — Q 1 

avec elle un angle de 90° ne feroit point un moindre ou un plus grand. 

Nommons f &c g les rayons de courbure de la feôion principale &t de celle qui 

lui efl perpendiculaire ; on aura les deux équations -y =i/’-+-Q& ~ =sP — Q, 

d’où l’on tire P <= Q = 6c lorfque/ 5 t g font l’un un plus grand , 

l'autre un moindre , pour le rayon de courbure de toute feftion perpendiculaire à la 

furface inclinée à la principale de l’angle u , 7 \ — . , ‘ » formule 

qu’il nous fera bien aifé de conflruire; car ayant pris fur une droite A B = f -f- g 
( ji%. LXII) une partie BF =■ f, fi fur l’axe AB on décrit une ellipfe //■'/ B qui 
ait un de fes foyers en F 8c le point C pour centre, & t que l’on tire FA/ qui 
ÉtfTe avec AB l’angle /?FA/= 1 p, on aura en prenant BD = FM , CB : CF : ; 

CP : CD ; 5 c parce que CP = CF -4— FM cos. 1 p , on aura ^ S : *— -y : : 

-f- FM cos. lu/-- 1 — FM, d’où l’on tire F Mer* - U ( - . ^ ■ . 

a n a ’ f-r g — (J— g J <■<>%. t p 

(154). Aux courbures des deux feâions AIZO 6c MZT ( Jig. L& 1 ), je 
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mène les tangentes Z t U Zi; U il eft clair que le plan tZi doit toucher la 
furface au point Z. Les tangentes Z t 6c Zi font avec la ligne des x 6c celle des y 

K . 

des angles MtZ , MiZ , qui (-n°. 1 6%) ont pour tangentes, l’un ■=: n , 

l’autre ~ =i m. Ces deux angles font nuis , lorfque le plan t Z i eft parallèle au 

p’anG-^C; ainli pour dérerminer le point où le plan qui touche la iVfjce eft 
parallèle au plan G/iC , on a les deux équations nc=o 6c »/ = o. Toutes les 
fois que la fonélion { eft nn plus grand ou un moindre, ces deux équations ont 
lieu ; mais il ne s’enfuit pas de ce qut ces deux équations ont lieu, que la fonction 
foit un plus grand ou un moindre, comme il nous fera facile de le démontrer, 
après avoir mis le théorème du n°. 156 fous une forme plus générale. 

Soit { une fouclion d’un nombre quelconque de variables y , x , 6cc. ; Je 

délignons par j Stc. les différentielles fucceflîves de { , prifes en ne 
foilant'pas varier dy, dx , 6cc., 6c dans lefquelles on auroit fubftitué pourd^, 
dx, 6cc. 6c leurs puiffances , les différences *y, Ax, Scc. Si leurs puiffances :"on 
aura , en nommant Z ce que devient la fonâion j lorfqu’au lieu de y, x, 6cc. on 


«net y ± x ± A x > &c. 2 = ï ± î H — ± 


i-*"J 


4- 


nVs± &£ - 

Mais pour abréger, ne fuppofons { fonélion que de deux variables feulement , 6c 
fervons-nous du ligne de Fontaine (n°. ixS ), pour défigner les différences par- 
tielles de cctre fondion, nous aurons 

t *= ~ 4- 4-* A *» ‘ 

dy dx 

.'V d*L ''t 


dy 


A z' + 1 77 dx A Z**+- 7 $ 


d* 


d' C , 

d y 1 d x 

d'< 


jvh* A y A *'+ A *•» 


d y d 


î — — 1 A > 4 -t- 4 ■ *, * - A y* A X -4- 6 — , A y» A X 1 -+- 

v dy* J * dy'dx J ^ dy* d x J 


d'ï 




lie. 


*y 


dx * ^ a y* 


*4 , 


Pour faire ufage de ce théorème , fuppofons que les équations /n = o, n = o 
donnent y = f 6c x = g , qu’en fubfiituant ces valeurs , la fonction { dev ienne 

d> 7 

t a S \ =B' , SiC. 

’ dy dx * 


_r Jh -B Hi — C ^ 

dy‘~' a ’ dydx~ D 'dx* dy> 


\A' % 


¥ 


En fuppofant que F 4- -^7^ ± \ t ^ 4 * ~ " .' j ~ 4 -Scc. foit ce que devient T, 
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lorfque f U. g deviennent l’un f ± q , l’autre g' + r, on aura 

F = A q 1 -f- 1 B q r -+- C r l , j 

F — A’ -J- 3 R r -f- j C q r 1 -f- D r » 

F= A“ q * -f- 4 B 1 q 1 r -f- 6 C y 1 r* -f- 4 jy q r> -1- E >: r* , 6ce. 

Je mettrai les fon&ions f, F, 8rc. fous la forme que voici , 

C.+V)’H-r-(e— Ç). 


» JS‘>r 


)•+£•(,> (j c- _ _ 


#=•'■(«■•* A , 

qui fera beaucoup plus commode relativement i l’ufage que nous en allons faire ; 
nous fuppoferons ault que q ii r font des quantités très-petites. 

(155 ). Cela pofé, fi nous confidérons d’abord chacune des ferions ZMO ; 
Z AIT ; à caufe du figne JH dont les différences partielles impaires font affeûées 

... . d r A a* d* r Jr A y* 

dans les formules {±4*7-, + ” 777 ± &c., & *y jj 4- -fy 

d ' f 

+ &c. dont l’une eft.ce que devient \ lorfque ar devient x a. x , 5 e 

l’autre ce que devient la même fonûion lorfque y devient y + sj, nous con- 
clurons du n°. 168 1 , que pour que { foit un plus grand ou un moindre , relative- 
ment à chacune de ces ferions , il faut que la dernière différence partielle, que fait 
difparoître la fuppofition de n = o , ou de m = o , foit impaire ; & que ^ eft un 
plus grand ou un moindre, félon que la différence partielle paire qui fuit immé- 
diatement devient pofitive ou négative. Mais fi f eft la plus grande ordonnée de la 
furface courbe , cette ordonnée doit être un plus grand pour toutes les ferions 
qui paffent par le point Z ; fit au contraire fi cette ordonnée eft la plus petite , 
elle doit être un moindre pour les mêmes ferions. Euler fe contente d’examiner la 
fonélion { par rapport aux deux ferions ZMO , ZMT. Voici comme s’exprime 
ce grand Géomètre dans fon calcul différentiel. Si les valeurs de y 5 c de ar tirées 

des équations m = o , s=io ne rendent pas nulles , il y aura cer- 

tainement maximum ou minimum ; maximum fi A 6c C font des quantités néga- 
tives , minimum fi elles font politivcs. Que fi les mêmes fuppofitions font difpa- 

^ d 1 T d 1 r ^ y d* f , j 

roitre > 771 , fans faire difparoître jy, 1 jy ; il ne pourra y avoir ni 
maximum ni minimum. Que fi ces différences partielles impaires difparoiflant, 

^ ^ (/d v ^ _ ( 

•—y , ne difparoiffent pas ; il y aura maximum ou minimum félon que A il 

£ feront en même temps négatives j ou en même temps pofitivej , Sic. Mais cet 

- examen 
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examen ne fiiffit pas, comme Lagrange l’a remarqué dans le premier volume 
des Mémoires de Turin. En elTet, la fonction F ne pourra être un minimum que 

lorfque F =A Ç q -J- H-j- -+* r 1 ^ C — ^ fera une quantité pofitive ; 

or les quarrés ( q -+- ~ , & r 1 étant néceflairement pofitif, F ne le fera 

i ? 1 

néceflairement aufli que lorfque A , C Si C — le feront; ou- bien lorfque A 
& C étant pofitifs , on aura aufli AC" 7 > B 1 . La fonction F ne pourra être un 
maximum que lorfque F fera une quantité négative; St elle le fera néceflairement 

jji 

fi A , C & C — le font ; ou bien fi A & C étant négatifs , on a A Cj> B'-. 

Aux conditions requifes par Euler, il faut ajouter, tant pour le maximum que • 

pour le minimum , que AC doit être plus grand que B 1 ; d’où l’on tire que fi A ou 

C, ou tous deux font zéro, B ne l’étant point, il ne pourra y avoir ni maximum 

ni minimum. Les fubfiitutions des valeurs de y St de x , tirées des équations 

m = o , n 1= o , rendent nuiles les différences partielles du fécond ordre , fans 

que celles du troifième le deviennent ; il n’y a dans ce cas ni maximum ni minimum. 

Mais F, F étant nuiles, fi F eft une quantité pofitive, la fonêlion F eft un 
maximum ; elle eft un minimum fi F eft une quantité négative. Or F fera néceflai- 

i JS» * 2 D" s 

rement pofitive , fi A 3 , E” Sc J C ~p ^7 — le font ; elle fera nécef- 

fairement négative , fi les mêmes quantités font négatives, Stc. 

( 156 ). Je fuppofe t fonêlion des trois variables y , x , u , on fera =: o ; 

=0, = o, Sc avec ces équations, on trouvera les valeurs de_y, x, u. 


qui e'tant fubftituécs dans 1 , la rendront un maximum ou un minimum. Si ces 


fubfiitutions ne rendent pas nuiles les différences partielles jj: , jy2' x ’ 1 


a / 1 y i/ 1 ^ d '~ r t 

2 ~ j ~ » • & qu’au contraire elles foient changées par-là en A , B 7 

C , D , E , F : tout fe réduit à examiner fi Aq* 1 B qr -f- Cr l -t— x Dq-s - (- 
2 Ers Fs 1 eft une quantité pofitive ou négative; q , r , s font de très-petites 
quantités dont on fuppofe que les variables y , a-, u, peuvent augmenter ou 
diminuer , fans que ce que devient { par-là t’oit plus grand que cette fonction , fi 
elle eft un maximum , ou plus petit fi elle eft un minimum. Je donne à la quantité 
qu’il s’agit d’examiner la forme fuivante 


a f B r Bi \i /■ 

Tî- \ / 

' - BD \ 

A \ 1 + ~Â + ~Â J + ( C - 


E 7 )t J + 




C F — —) *'■> 



Partit l. 


B bb 


Digitized by Google 


lpO Du CALCUL DlFFÉRINTItl 

jg> pn D<- 

& comme en faifant C — — =: H , £ — rr; /, F — r=r K , le* 

* ' a 

voici 

Maintenant il efl clair que cette quantité fera nécelTairement pofitive , li A , H i > c 

/t 

A" — font pofuifs ; &£ qu’elle fera négative s’ils font négatifs. Dans ’e pre- 
mier cas , il faut que, A étant pofitif, on ait A C^> B 1 &c ( AC — fl* ) 

( A F D- ) f> A E — B D ) x -, d’où il réfulte encore que C Sc F doivenr 

être des quantités pofiives , &: AF>D'-. Dans le fécond cas , il faut que, 
A étant négatif, on ait At j> B , {AC — B - ) ( AF — D 1 ) > ( AE — BD ) 1 ; 
& par .coniéquent C négatif, F négatif & A F g> D.W feroit inutile de pouffer 
plus loin ces ca.culs , 6c nous terminerons ici les applications du calcul différentiel. 



CHAPITRE II J, 


Du Calcul intégral en général, 

(157). La méthode inverfe du calcul différentiel efl appcllée le calcul 
intégral. Pour déligner l’intégrale d’une différentielle propofée, on cfl convenu 
de mettre devant cette différentielle le figne J ; de manière que JdZ déligne 
l’intégrale de d Z ; f ( a x )’ dx , l’intégrale de ( a -f- x '* dx ; J'x m d x f 
(a -t- x )" dx, l’intégrale de x m dx x * d x ; Sc aitifi des autres. En 

faifant ufage de ce figne , les formules données précédemment pour trouver la 
quadrature Sc la rtélitication des ignés courbes , la mefure des furf ces fc des foli- 
ditésdes folides de révolution, &c. pourront être miles fous la forme que voici; 
E=fy d x -f- C ; s =/V ( «f x 1 ■+■ d y 1 ) -+■ C ; S = /V y i s Ar C } 
i — { -j y' dx C ; &c. : 

Cefl la confiante arbitraire qu’on doit ajouter en intégrant. 

Je f ippofc que de l’équation de la cotube on puilfe tirer la va’eur de y en une 
fouétmn de x Sc de confiantes, tous les prob êmes précèdent le réduiront viltble- 
ment à intégrer une «liffetemicle de ce te forme Xd x , par .V j’enteucis une 
funéfion de x & de confiantes : réciproquement , on pourra toujours faire 
dépendre l'in égrale d'u e fotmule différentielle telle que X dx , de la quadrature 
ou de la 'édification de qutlque courbe . &i c’efl dans ce feus que nous dirons 
qu’inr prob.cme e(l ramené aux quadra'ures , lorfqu’il ne s’agira plus pour le 
léloudrc que d’intégrer une iemblaole différentielle. 


trois derniers termes font c H ^ r-{- ~ 

( K - 1 S ) s* ; on pourra donner à toute la quantité la forme que 

+ -7 y + h ( r -t- -^y c k — // ) 
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L’intéoral-r de Xdx peur érre algébrique, & peut ne renfermer d’autres quan- 
ti'és trautce idiotes que îles logarithmes & des arcs de cercle; je joins ici «ne 
table des formules les plus (impies de ce genre.; 


D:JpretuUUts. 

is-i-.yjM 

t 

d » 

S -»■* M 

V C •* r — f- x ' ) 

d x 

* 7 P+^) 

dx 

(-*— "P 1 

d X 

Vc-» 1 — «*) 

dx 

‘ r -f- sr* 
dx 

X V ( ^~= 7 ~) 

e* dx 

d X 

* :og. m 

d x 


X log. X log. log. X 

&c. 

rr ( ’°s- * )’ 


Intégrales complètes. 

-+- C. 

"H- ' 

log- ( « “H * ) -+“ f • 

log. [ x -f- y/ ( a* -f- X* ) ] -f- c. 

. . Vf-* -H*’ ) — 4 . 

T, '°g- VT^TT'— a ~ h ‘- 

I a — V '(-’— *‘) , 

ïiT °g" e - 

a r * * 

lin. - — f- f , ou — A cos. — -f— r. 

I . r — i . ip 

rang. — -f- e , ou A cot. — «4— 

-* « a 4 

— A fée. — -f- c ou — - »f* cofc. — ^ J- r. 

- - * ^ « 1 

log. log. * c. 

log. log. log. * -f- c. 

Sic. 


— — ( log. log. xy ü?6-j£g: 'C+, 

* log. * t O O ' «-+-I 


u t> 

&c. 

dx cos. X 
d x fin. x 
d x 


eus. x * 
dx 
fin. ** 
d x fin. * 
cos x * 
d x cos. x 

fin. *r 


&c. 

\ fin. x -f- c. 

* — cos. * 4 - c. 

ung. * -+- c. 

COT. X —J— C. 

fie. x -+- e. 

— cofé. x ». 
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(258). Il ÿ a des différentielles dont lis intégrales y quoique réelles, peuvent 
fe préfenter. tous une forme qui contient des imaginaires ; telles font celles-ci , 

dx 1 «g. [W ( — •)-+- V ( > — ** 11 

>/C. — **) ( ; ~ ~ V( — > ) 

n [=!•(. (.+✓[.+»•])- 


ix 


v' C 1 


/, 

/ 

En général les ditTérentielles qu’on intègre par les arcs de cercle , peuvent auflt 
s’intégrer par les logtrithmes, mais alors l’intégrale fe pré ente fous une forme 
qui contient des imaginaires ; réciproquement les différentielles qu’on intègre par 
les logarithmes, peuvent aufii s’intégrer par des arcs de cercle fous une forme 
qui contient des imaginaires : 5 c pour pouvoir transformer commodément celles 
de ces quantités qui contiennent des imaginaires en d’autres qui foient réelles , 
nous déduirons de la première des doux formules précédentes ce qui fuit. 

Jt nomme s l'arc dont *• eft le finus, St à caufc de .s y/ ( — 1) = loe. [ry/ (—1) 

2 X 


y' ( I ) 1 ^ » I , Oit I 


fin,j = 


tang. s = 


* v C— » ) 

,»W(— 0_, 


COS. S : 


,'V<— 'V(— 0 


V( — 


St fi l’arc s eft une quantité imaginaire îy’C — 1 ) lin- 1 V^(~ 0 

—t—< — c', 2 cos. t VC -1 ) + VC-O tang. r y^(— t)= 

on a aufft 

= cos. s -4- y' ( — 1) fin. s , ’^œcos. s — y/ ( — 1) fin. s, &ccb 

Si la différentielle Xdx n’efl point intégrale algébriquement , ni par les tables 
des finus St des logarithmes, il faudra avoir recours à la méthode des fériés. 


(259). Nous avons vu que l’intég r ale complète d’une différentielle du pre- 
mier ordre, devoir néceffnircment renfermer une confiante arbitraire. Je parte 
aux différentiel’es des ord-es fupérieurs, St je fuppofe dx confiant. En diffé- 
rentiant deux fois Z -f- a x -f- b , oit a St b font des quantités confiantes , on 
trouve d’abord d Z-t-adx , St enfuite if~Z. Donc l’intégrale complète de l’ordre 
immédiatement inférieur, ou l’intégrale première complète, d’une différentielle du 
fécond ot dre, doit renfermer une confiante arbitraire ; l’intégrale fécondé com- 
plète, qui eft ici la dernière, St que nous nommerons intégrale finie complète 
pour nous conformer à l’ufage, doit renfermer deux confiantes arbitraires, telle- 
ment difpofées entr’elics qu’on ne puifie les taire dil’paroître que par deux diffé- 
rentiations. En différentiant trois fois Z -f- a x -f- bx -f- e, on a 
1°. dZ -4- 2 axdx -f- bdx , 2°, d 1 Z -f- 1 ,td\‘-, y 0 , d 1 Z. 

D’où il fuit que l’intégrale première complète d’une différentielle du troifième 

ordre. 


Digitized by Google 


II P y CALCUL INTÉGRAL, I93 


ordre, doit renfermer une confiante arbitraire; que l’intégrale fécondé complète 
en doit renfermer deux , & l’intégrale finie complète trois. En général l’intégrale n 
complète d'une différentielle quelconque .doit renfermer n confiantes arbitraires , 
tellement difpofées entr’elles qu’on ne puifle les faire difparoître que par un 
nombre n de différentiations. 

Cela pofé, on propofe de trouver les Intégrales complèes fuccefiives de d’Z, 
On a pour la première d " — 1 Z -\-ndx * — * ([il efl clair que la confiante arbi- 
traire ad x’ 1 doit dire du même ordre que d" — * ,Z)i pour la féconde 

d " — l Z-\-dx dx"— >-+- bdx*-=*', pour la troifièmed’ — > Z * — d x ** — 1 

txdx’ — *-+-cdx” — >; enfin pour l’intégrale finie complète 


1 • a 1 • 1 • 3 


»•'»•} 5 4 ' 


ou plus fimplemeut Z -+■ « -+- hx - 4 - g x' -f- />» -4- - 4 -a x B — 1 1 

puifque les confiantes i , A , g . . . . , . a font arbitraires. Si 0.1 demandoit le* 

intégrales fuccefiives de l’équation d' Z » o, on les trouveroit en égalant à zéro 
chacune des intégrales précédentes. Mais ne perdons jamais de vue que les conf- 
iantes arbitraires doivent être ajoutées jçn intégrant , Êc qu’on ne doit té permettre 
aucune opération fur chaque équation intégrale , avant que d’avoir ajouté ^la 
confiante arbitraire qui lui convient.- . « j 

(160). Si dans une intégrale quejcopque complète on fait une qu pluficurp 
des confiâmes arbitraires égales à zéro, ou à l’infini , ou 4 des nombres déteri 
minés, on aura ce qu’on appetle une intégrale particulière de la différentielle 
propofee. On tire delà qu’ayant une des intégrales complètes d’une différentielle 
propofée , foit la première, ou la féconda , ou la troiltème , &tc. on en pourra 
trouver une infinité .de particulières du même ordre ; qu’une Quation différen- 
tielle étant prppofée, on pourra trouver entra les mêmes variables de certaines 
zelations qui fatisfaffent A cette équation , fans être comprîtes dans quelques-unes 
de fés intégrales complètes, &: fans en être par cooléquent des intégrales parti- 
culières. Par exemple, on fâtisfait à l’équation dy = ^ *' ’ Ct * 

faifant ar*-+-jr l =m l ; cependant x' -+-jy‘ ~ n’efl pas une intégrale partie 
culière de l’équation différentielle propofee , puifque d’aucune manière elle ne 
peut être coroprife dans fon intégrale complète y — 4-t- ^ (x 1 -i-y l — «J'-ÿ: 
cette remarque de Euler efl de la dernière importance. 

{161). Il efl fouvent facile de fatisfaire à une équation différentielle; mais 
comment s’affurer que l’équation qui fatisfait en efl une intégrale particulière ? 
Et dans le cas où «lie feroit une intégrale particulière , comment en conclure 
l’intégrale complète de la propofée ? Soit l’équation différentielle nddy-^-ydx =» 
tn l d x -+- xy d x , on verra aifément que y x latisûit à cette équation ; pour 
m’affurer qu’elle en efl une intégrale particulière, je cherche l’intégrale complète 
de la manière fuivante. Je fuppolie .y ==* ar , î étant une variable indéterminée.. 
Punit I. - C c c 
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Ci les fubfiitutions faites, l'équation différentielle propofée devient m 1 


arç d x 1 ix sa» 0 , d’où l’on tire —J 4 - 


d Ç , x d x — d x 


. Je remarque que la dif- 


x 1 


U* 


terentielle de — I c 1 n e ft égale , 

î s l m î 

• • 

il ne manque donc au premier membre de l’équation précédente, pour être une 


différentielle exaêle , que d’être multiplié par t 
équation en telle-c 


i -celle-ci , ^ 


x i x 


Ainfi je changerai cette 

*» 

i x _ I 


qui 


pour intégrale complète — -t 


■ x 
a m * 


i 


ou 


JL= « * “ ( JL. fdxc 

. .A. «• 

a = -1- , j’aurai auffi 


"‘-O- Si je fais la confiante arbitraire 
— infini , & { = O ; d’où l’on tire_y = x , & que cette 

équation efl une intégrale particulière de la propofée. Dans cet exemple , les 
problèmes en. queflion ne nous ont préfenté aucune difficulté. 

( 161 ). J’ai entrer Sr .t Je la confiante indéterminée a l’équation- finie f'ss»»; 
je diffétentie, & il me vient V ■=. o; avec les deux équations V ■=. o , V'z=.o y 
j’élimine a , St il réfulte l’équation différentielle ( y) qui a pour intégrale 

complète y=xo. En différentiant l’équation u* - 4 - arx o, par exemple, 
il vient adx-+- xydy =:op& éliminante, l'équation différentielle — 

l x v dxdy 4- y* dx‘ = 0 , qui a pour intégrale complète a 1 4- ax 4- y 1 = O» 
Cette équation «J 1 4 - <»-v 4 - J 1 = o , qui ne renferme d’autrç confiante que celle 
qui fe trouve dans l’équation différentielle a d x 4 - xy dy o , n’en peut être 
l’intégrale complète ; niais elle en efl une intcgra’e particulière , puifqu’elle eft 
compnfe dans l’intégrale complète a x 4 -J 4 == é», 

Maintenant foit eptre les mêmes variables & les tlçux confiantes indéterminées 
a Sc b l’équation finie V—o, qui étant différentiée deux fois, donne d’abord 
y' ■zzz o équation différentielle du premier ordre, & enfuife équation 

différentielle du fécond ordre. Avec yz=. o & f" rrr o, 'j’élimine a, & il me 
vient y' i = o , avec les mêmes équation j’élimine b[, St il me vient y r r=r o ; 
avec les trois équations Yzz: o , o , y =2= o , j’élimiHe a & é , &C il me 

vient ( y\~ o. 11 vft ciair que l’équation différentielle du fécond ordre (-K) •= o 
a deux intégrales complètes de l’ordre immédiatement inférieur, favoir f / ' l — o 
hl y' x " o ; que fon intégrale finie complète efl V — — o ; qu’ayant les deux 
intégrales c • mplètes du premier ordre é'' 1 =. o &C f” * = o , fi l’on peut tirer 
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de l’une la valeur de , pour enfuite la fubftituer dans l'autre, on aura de cette 
manière l’intégrale finie complète b r = o. 

L’équation a x 4- ax -t- by -b-y'- = O différentiée deux fois donne 
(é -+- lj» ) dyz=.o, ( b -+- zy ) d> y 4- a dy x = O. On tire de la première 

d y ^ 

*=. — aj); St enfubfiituant dans la propofée, ( b a y)* dy l 

( b 4- 2 y ) x d x dy 4- ( b y -4— jy 1 ) dx x :=3 o. On tire de la même équation 

d X t 

différentielle b = — a — — 1 y; St en fubfiituant dans la propofée , 

(4 1 4-4jt — y 1 ) dy — aydx = o. On tire de l'une St de l’autre 
rfy* - îiy> 

J = — î — ty , jjjiÿ; & en fubfiituant ces valeurs dans la 

propofée, l’équation différentielle du fécond ordre 
y 1 </ x 1 </> _J’ 4- ( 2 ydx — l x dy) d xd y x d 1 y — 4 «fjy 4 r:o, 
qui a pour intégrales complètes de l’ordre immédiatement inférieur 

{b 4- 2 y ) 1 dy 1 (b-hiy) xdxdy 4- ( by+y') dx' = 0 , 

( a 1 4- a x — y ) dy — a y dx es o; 

& pour intégrale finie complète 4- 4 ar 4- b y 4- y* c=r o. L’une des inté- 
grales premières donne * — y * ’ ^ fubfiituant dans l’autre, il vient 

y'+ly* — abxy x 4- a'bx-y. a 4 y-b-a*b — *'x t y 4-2 a x y>-b-ia x by x -b- a x L x y-= o. 
Cette équation n’eft autre que 

(y> -b- a 1 y — a xy 4- a'- b) ( j* 4- by 4- a x 4- ) = O ; 

d’où l’on tire oujyi -+- à 4 y — axy 4- a* b =: o, ou .y* -b- by + ax-i~ a*=z:o ; 
c’eft la fécondé équation qui eft l’intégrale demandée. 

Soit encore entre les mêmes variables St les trois confiantes indéterminées 
e,é 8 ts, l’équation *' = o, qui étant différentiée trois fois , donne V =. o , 
J " 1 3=0, r" = o. Avec les trois équations f'=o, F'z=zo St y=:o, 
j’élimine fucceflivement a &i b , a & c, é St e y St il me vient trois équations 
différentielles du fçcond ordre, *"1=3:0, *"'2=30, V ^-=.0 , dont 
chacune renferme une des confiantes indéterminées. Je fuppofe qu’en éliminant 
a, b & c, au moyen des quatre équations V-=.o , V =: o, = 0, *""==o , 
on ait (*") — o; il efi clair que cette équation du troifième otdre ( O a 

les trois intégrales premières complètes *" 1=0, *'* 2 33= o , 3 3= o ; 

qu’elle a pour intégrale finie complète /'zroj St qu’ayant les trois intégrales 

• d* y d y 

premières complètes , on pourra dans beaucoup de cas éliminer jjr * , St 

trouver de cette manière l'intégrale finie complète. 

En général , toute équation différentielle d’un ordre quelconque, de l’ordre n. 
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par exemple , là un nombre n d'intégrales complètes de l'ordre immédiatement 
inférieur , ou de l’ordre n — i , au moyen defquelles il fera quelquefois polïible 
de trouver l’intégrale finie complète , qui efl unique , quoiqu’elle puiffe Ce 
préfenter fous une infinité de formes différentes. Fontaine a le premier fait cette 
remarque importante. 

d y 

( i6j )._ J’imagine entre les variables y , x 6c les rapports -fy — p] 

</* r 

-jyc = 4, &c. , une équation qui renferme des fonâions tranfeendantes de ces 

rapports. Oo pourra toujours par des différentiations fucccffives faire difparoàtre 
ces fondions tranfeendantes ; & on parviendra de cette manière à une équation 
différentielle d’un ordre plus élevé , mais dont l’expofant ne pourra lurpafler 
l’expofant de l’ordre de la prepofée que d’un nombre d’unités égal à celui des 
tranfeendantes. Soit , par exemple, l’équation du premier ordre J'Iog. p~\~y p= o, 
c V font des fondions quelconques des variables ^y, x. Après avoir diviûé 
tous les termes par y , je différencie, 6c il vient l’equation du fécond ordre 


d p V 1 / y \ 

— H y dp p d ^ -y J =o, qui ne renferme pas de fondions tranfeen- 

dantes de p. Soit cette autre équation du premier ordre 
A tang. p-\~ Klog. p -t- y' p = o; 

une première différentiation ne fait difparoître qu’une des tranfeendantes, 6c il 

• dp dp . „ 

vient -d- V — H- log. p d V d( y' p) = o ; pour faire difparoittc 


l’autre , il faudra différentier une fécondé fois , après avoir divifé tous les termes 
par dy , 6c l’équation réfultante fera du troifième ordre. Si on eût propofé l’équa- 
tion A tang.p -t- log. p V p o, une fèule différentiation auroit fait difpa- 
roître les tien* tranfeendantes. Ainfi nous pourrons toujours n’avoir que des 
équations dans lefquelles il ne fe trouvera point de fonâions tranfeendantes du 
rapport entre les différentielles de l’ordre le plus élevé, 6c nous pourrons par 
conféquent fuppofer que, ce rapport ayant été féparé par les méthodes de 
l’algèbre , toute équation différentielle de l’ordre n , entre les variables y 6c * , 

d* y 

où d x efl fuppofé confiant , eft de la forme -y y m = o ; par m on entend 

une fondion quelconque de y , x , p , g , 6cc. 


( 164 ). Soit d’abord l’équation du premier ordre 


Jy 


— O, m n’dl 


fondion que des variables y, x 6c de confiantes. Si cette équation eft homo- 
gène avant de la mettre fous la forme précédente , m efl une fondion homo- 
gène de dimenfion nulle des variables x , y ; (x telle par conféquent que fi l’on 
tait b ar , on aura m égal à une fondion de u 6c de confiantes que je 

nomme U. Dans ce cas-ci,, notre équation devient x du -t- uJ* y- U d x =z o , 

d’où 
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d’oil l’on tire ~ = » & '“S’ x == a — f ~ Z^ U • tout donc réduit 

â intégrer une formule différentielle du premier ordre à une feule variable. Toutes 
les fois qu’il fera poflîble de fcparer les variables dans une équation différentielle 
du premier ordre, elle deviendra de cette forme U du zz. Xdx, dont les deux 
membres font intégrables féparément par la méthode des quadratures. ' 

(165 ). Soit encore l’équation du premier ordre dy -f- Pydxzzz Qdx, dans 
laquelle P & Q font des fondions quelconques de x & de confiantes. Je fuppofe 
qu’il foit poffib e de féparer les variables dans cette équation en h'danty — , 

où X efl une fonélion de x & de confiantes, & u une variable indéterminée 
quelconque. A caufe de d y — udX -f- X du , on aura la tranft^piée 
X du -f- u d X -*r uP X dxzz: Qdx, dans laquelle fi nous faifons , comme 
nous en fommes les maîtres , d X P X d x = o , & par conféquent 
Xduz^ Qdx y le problème fera réfolu ; car on tire de la première équatioa 
d X 

~X~ = — P d x y logi X = ~ fP d x , X zzz e~~' p ix ; &c fubflituant pour X 

O d x 

fa valeur dans l’équation du — : - x , du — e m* Qdx. Donc 

» = * -*rft' pi ‘ Qdxy & y( = uX)zzt-' pix (a ix Qdx). 

Si on eût intégré complètement chacune des équations précédentes , on eût 
trouvé d’abord log. X -4- log. a =1 — fPdx, ou Xzz: — c /,J '; & enfuite 

yzz:e~ rTix 1 -fc !Pix Qdx^, intégrale qui ne renferme réellement 

qu’une feule confiante arbitraire, comme cela doit être, puifque la propofée n’eft 
que du premier ordre. 

h y d x 

Je prendrai pour exemple l’équation d y -+- ^ ^ — idx, dans laquelle 

/ h d x 

yj (y x * ) — A log. [ X -f- yj 


— h d x 


(l+x*) ], t fPix = [x -4- (, -hx>) Yy-fPdx^zf—- 

h log- [ x-4- y/ ( i -4- x* ) ] , t~ ,pi * zzz [—x -4- y' (i-4-xx)]‘. 

On a aufli ft ,rtx Qdx zzz f i d x [x- 4 - ( 1 - 4 - x 1 ) ] ( ‘; je fais 

x ~*~ v' ( 1 - 4 -x* )=«, d’où x — -b- 3 > 61 

[ • ' : / „4-+-x 

f{u>du-\- u b~~- — jqpi *»+•.] 

T=t) ] = [*•+* V’O +1- 1 )] 1 - (■* + (* — *)•*•[*+/ 

( 1 -1- a* )]). Subftituant ces valeurs dans la formule générale, il vient' 
Partit /. D d d 
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y = a[ — x- f- / ( i+*‘) ] k 4- -p-ZTT [ — v' (* -H^ 1 )]* 

[x--4- t/ (H- — ' [ A •+• C* — » ) • * • (*-+• V ( I 4-* 1 ) ) ]i ou 

parce que [ x -+- ^ ( i H- x 1 ) ] * = [ x -j- V ( I -H* 1 )] 11 » 

. , . h i •J <i - (- * ’ ) ii 

.?=«[ *-+- V ( 1 -+- A ‘) ] H p-l ÎT. 

d' y 

( 1 66 ). Si l’équation eft du fécond ordre, St repréfentée par j-p -+- m = O , 

« y ^ P , 

oit tn eft une fon&ion dej - , x , p ; à caufe de — * — Jx , cette équation de- 

J y 

vien^//> -t-m <f.r = O ; ou mettant pour if* fa valeur — ■ , elle devient 
p d p - m d y =0. 

Soit m une fonction de p Sc de confiantes que je nomme P. Dans cette hypo* 

dp m (*df> 

thèfe l’équation d p mdx=- o donne </* = p, St xr=za — I —p ; 

Celle-ci p dp -f. mdy O donne dy = — ^ y-— ^ — f ^ p ~ m 

Avec ces deux intégrales premières on éliminera p s’il eft poflible, St on aura 
l’intégrale finie complète de la propofce. Si l’équation eft hd l y — dxdy y 

h étant confiant ; on a P = —p t donc * = a + i log. p , y = b -+• h p ; 

St éliminant p , il vient h - log. — j~ • 

( 16.7 ). Soit m une fonftion de a: St de confiantes que je nomme X. On a 

dp+ Xdx =r o , 6c p ou fXdx;àonc y=b-+- ax — fdxfXdx. 

Mais fdxJ'X dx = xfXdx — fXxdx; doncy = A -f-ux — xfXdx-y- fXxdx. 

d' y - — . .... — hx V~‘ 

T* 1 ' 

fXxdx — — ; donc , hors les cas de A = — i St de A := — - i , 

hx>~ 


Je prends pour exemple p\ =r hx'. On a X= — h x x ,/Xdx ■■ 


y=b-hax-+. + Lorfque A = — I ,fXdx = — h log.ar, 

fXxdx = h x ; St y=b -+■ (a h) ■ x ->r h x log. a:.- lorfque 

A = — 1 t fXdx == - , fXxdx = — h log. x ; St y=b — h-\-ax — A log. x. 

A caufe que « St A font arbitraires, on peut préfenter les deux dernières intégrale* 
fous une forme plus fimple, Sc écrire dans le premier cas jr = A-f-aar-f-Aarlog.jr; 

dans le fécond cas y = A-l- a x A log. x. 

Soit m une tondioa de y St de confiantes que je nomme Y. L’équation 

p dp -f- I dy — o, donne pl— a — i/Y dy , St p ou yj = ^ ( a — i-J^dy) \ 
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d’où l’on tire dx = ÇT(7 ~sJŸ 7 J) » ^ P our l’intégrale complète de la pro-, 
pofée x= b J' -JJJZZ l~fVJÿ)‘ * e prends pour exemple l’équation 

-j^=hj. Ona fYdy=z ; donc * = b + f h f) = 

A ■+■ 1 ° 3 * [y V* A ■+■ yé (u -t- A ) ]. Si h eft un nombre négatif /, 

1 intégrale fous la forme logarithmique contient des imaginaires; mais on a dans 
ce cas j =r A -f* fin .y \/ [-^]. 

( *68 ). Si m eft une fonâion de ar , p ou de y , p , le problème fe réduit à 
féparer les variables dans une équation du premier ordre qui eft dans le premier 
cas dp -+-mdx—o,&. dans le fécond cas pdp m dy = o. Ainfi l’équation 

j-p -h h _i -f-r'j'eso, dans laquelle h 6 c i font des confiantes, devient 

p dp ■+■ hp dy ■+. ij dy =z o ; &c faifant dans cette équation homogène 

P— uy, on en tire u*d y -+- u y du -f- hud y -\-idy — o, & ‘Ll ic= uJ “ 

y u'-*-ku-yi' 

Les deux fafleurt du dénominateur du fécond membre font 

" + 7+V / [^ — « ] & “ -t- \/ [7 l ]i faifons pour 

abréger \/[~ - i] = A', on aura ^ =■ ——5 =~- j , 

(«-t- — -t- A ) («-»- — b 1 ) 

dx( ~ J JL „ £L > nJl 

v p u y J w , h v * 

( « ■+■ hA )(«H h ) 

donc -1- A'^ </*.= A'_) d x *=, 

u -f- — h' ' 

2 

— . . . /A \ 

A • On tire de ces deux équations log. j- -}- ( — A' J a- —a 

K I ■ A* ' ^ / 

2 * 

log. 4 - log. (u -H ± — A') , & log. j -+- ( A — A') * = log. b — log. 


(«+- + A'); 


*(« -+- 4 --*') 


— e — ( T + A' ) at & 


— (-f — A' ) r 
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Avec ces deux intégrales premières on éliminera u , & on aura l’intéerale finie 

il V * k' / * 

complète ih'y = c * ( A < ae ). Si les deux fafteurs font égaux , 

- / . b — a - * * _ i* 

« o , ot y = - Q « 1 *=*/* * , dans ce cas , l’intégrale trouvée n’eft 

pas complète , puifqu’elle ne renferme qn’une confiante arbitraire. Pour trouver 

d i h ç * * 


l’intégrale complète, je fais i y = î e — > , & j’ai Ÿx — lï 


* * 

X 


<**>■ d m t — î _5 i* A* » *_ï 

</x’ dx' e ' h dx‘ * "1 — ~ * 1 ; en fubftituant ces valeurs 

a ^‘. y . l J y • . «* 

flîns d x l *" “ rfx 'éX = 0 > dtvifant enfuite tous les termes par e * , il 

Y ' Cnt dx* ~ *“* C — ° > ou = o j d'où je tire premièrement 

é { 

— a , puis { = *x -{-t; & pour l’intégrale finie complète de la propofée i 

lorfque — ' = o , y = (*x -4- b) e 1 . Si les deux faéleurs font imagi- 

naires , alors A' eft une quantité de cette forme A" y' — I , & j’ai 

-MjU 

b"x V — * -r ffxxf 1 

‘ =>cos. A ar-f-y/ — , fin. h'x f c v =cos.A"ar— y'—ifin. h'x; 

fubftituant ces valeurs , il vient 


( b — a itt h _f_ j ^ ^ 

Tï r ÿ r — ” T cos ‘ x ■+■ 2 A» H’ * J, ou fimplement 


y * 1 (A cos. A x-f-a fin. h" x ) , c’eft l’intégrale finie complète de la 

propofée lorfque --- eft moindre que /. 

(169). L’équation plus générale 0 -b h tZ+ ly c=x X s’intégre en faifânt 

y = =3 «</{ -f - idu, J'y = ud'i-^- r d^du •+. \d'u; 

car ces fubftitutions faites, on a la transformée 

“ C ‘ü + k Ÿ. + ; 0 +* +t £ï +*t f; - r, 

que nous pouvons, i caufe des deux variables indéterminées u b partager 
comme nous le croirons convenable. Il faudra fifire£-! 4- A 4. ^ = Q> • 

cette équation fervira à déterminer < , car nous favons qu’elle eft intégrable dans 
tous les cas poflibles. L’autre équation fera = X, dans 

. laquelle , 
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laquelle , fi l’on fait = t , «*= > on au,a > après avoir tout multiplié 

par dx t {dt-{- itd{-\-ht{dx = Xdx, ou dc-\-t Çhdx = X Jx , 

N’oublions p. s que { eft une fonûion de x que nous connoîtrons quand nous 
voudrons, 6i nous verrons aifément que l’équation précédente n’eft qu’un cas 
particulier de celle-ci dt-h P tdxx=z Qd x qui, comme nous l'avons démontré 
plus haut, a pour intégrale complète t == (a -f-yV'a* Qdx). Ici 

fPdx=:hx r-f- log. {*, t rril — r‘*, Q = — ; donc t ou 

"P - (*+/* ’"Xidx),u=ab -f- / — - — (a -4 -/«** X^dx; ic par 
conféquent t y=# î 4 -{(tf ! f* ~**J x - — /< * 1 X { dx). 

Il fuflîrade prendre pour ^ une valeur, autre que zéro , qui fatisfafle à l’équation 
j-j- -f- 4 J j x -+■ il = o i or il y a trois cas qu’il faut bien fe garder de 
confondre. Le premier , c’eft lorfquc — eft plus grand que t. On prendra 

î = ‘ ^ 1 ^ ' r ou { = < (.T h ) * j car des deux manières, on doit 

avoir le même réfultat. En prenant la première valeur , on trouve 

-(t - h ')* [f4e -' h '* dx^fr kx d, f M+ k >xdx)i 

Mais fa , ~ 1 K ' X d x = — “ , fc~ ih ' X dx/c(-r ■+* A ') * Xd xsa -. 

a h > fc K * ' l J x Xdx ; donc jy =s 

* «— 6 “ JL, < — (Î--+- h ') * — + (f-M')* ^ 

■+• L_, — - — /<(r k Xdx. Le fécond cas , c’eft lerfque — =;,ot» 

* M 4 * 

lorfque // =o. On prendra { = r 1 ou{ = xe » ; la première valeur 
étant la plus fimple , c’eft celle que je choifis , 6c il vient 

— — *JL h v *_t A_r_ ___ 

j=xtc ‘ -f-axe • ■+• s • fdxft 1 Xdx=xc * {i -4- ar-p. 

* * fc r 

xfc* X J x — ft i Xx dx), Le troifièrae cas, c’eft lorCque fi ' eft une <pian« 

| h * 

tite imaginaire telle que h 1 y 1 — i. On prendra { = « J cos. h" x oa 

4 K 

{ = « 1 fin. h x ; en prenant la première valeur , on trouve 

Partit I, E e e 
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h x f* a d x f* d x / *5 . » » 

y = t • C 05 . h"x ( b -f~y (cot h „ - x y- -bj ^- h , x y J ' ‘XdxcOS.hx) 

h t 4 tane. h* x f * ^ * 

s= c 1 cos. h* x (A -H tang. //a* H ^ — / * » x cos. A x 

— — J ' e~ Xdx fin. h x) = e ~ (tcos.h"x + -jp-fin. h 1 ' x -+■ 

fin. h" x C — v , ls cos -V x /*!_*„, \ 

— jjj — Je * AV* cos. A a ^ — / c i A*/* fin. A ar). 

(170). Reprenons l’équation —4 -f- m = o, Sc examinons d'abord le cas où 

m feroit fonftion de x Sc de confiantes , où l’on auroit par exemple \ = AT. 

d X 

A caufe de ■ ■ =.Yix, oni = « -+- fXdx ; donc 

«X O .< 

= 4</ar-f. dxfXdx, & =f + «+ ar/A d x fXx dx; 

donc i. — ?r= ^ = b dx -f- ax d x -J- jr dxfXdx d x fXxdx , Sc 

^î- ï= ~ , esi + b x -+- ü- -j- — J X dx — x fXxdx -f- j fX x- d x, car 
fx dxfXdx— — fX dx — \f Xx-dx y f dxf X x d X x fX X d X fXx ' d x ; 


donc — = cdx -H b x dx . 


a x 1 d x x' d s 


d x" — 


fXdx X dxfX X J A' -p- 

*ïfXx>dx,&Ç^Z = *-*.<*-,- -t- — fXdx — _ïl 
a J dx" * a a* j %-y 2 

fXxdx -f- ~ fX x l dx— —î— fXxi dx } ÇZ 2 / =f+cx-b -+- 

2 2 • 3 a X 1 2 

A r v j /* v » x* /• v . 

/ Xdx fXxdx -i jXx l d X — 

j — fXx'dx -f- — fXx*dx; en continuant ainfi, on parviendra à 

trouver y avec n confiantes arbitraires , Sc par conféquent l’intégrale finie com- 
plète de la propofée. 

, d" — ' y d" ’ y d" — > y J"~*y , 

Ie fi,s 77 ^ =“» J 7 ^ = r ’rfT^i = i ’ Z^=r s “ r ' 8te -ï 

& je fuppofe que m foit fonélion de la variable ;/ & de confiantes, ou que l’on 
art ^-4 = U. A caufe ona</*=^ï, 6 l.v = <j-t- / On a 

d x ax U y u 

aufil </{ ( ssudx) = &< = A -+■ J ds ( = edx ) =3 
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TrJ' i ir ,t>ls ~ c "*"*•*•+■ / 17 / 

77 J ~ïï J — — -+-y -âj ü J-ifi" 

nuant ainfi , on trouvera en fonction de «. Avec cette équation qui cor.- 

/ ,J u 

, on éliminera a 

s’il eft pefiible , 6c on aura l’intégrale finie complète de la propofée. 

Je fuppofe que m foit fonftion de t ti de confiantes, ou que l’on ait t-Z — = T . 
A caufe de — = T te de y- =u, on iudu=Tdt, te u=^ (a— 1 fT d t\ 
que je fais pour abréger = 8. De plus d x = — ; donc x = b -+- J iZ, On a 
auffi d s ( — t d x~) = LLL , te s = e -1- J ‘-ZLï ; dr ( = s d x) x=> tdx -f- 

f —y , & r’ c » « 4- ex -J- {'‘'J J' ~y~ • en continuant ainfi , on trouvera^ 
en fenétion de t. Avec cette équation qui contiendra n — i confiantes arbitraires ■ 
te celle-ci x = b V — : , on éliminera t s’il eft pollible , St on aura l’inté- 
grale finie complète de la propofée. Nous ne poufierons pas plus loin ces calculs, 
ne nous étant propol'és que d’examiner les cas les plus fimplesoù il eft pollible 
de féparer les variables dans les équations différentielles. 

(171). Si Mdy-^-Ndx eft la différentielle d’une fonflion des deux 
variables y 6c x , M dy eft la différentielle de cette fonction , en regardant y fcul 
comme variable, (se Sdx la différentielle de la même fonûion , en regardant *• 
feul comme variable; d’où il fuit que llhtégrale de Af dy -f- N dx ne peut 
différer de l’intégrale de Af dy , prife par rapport à y feulement , que d’une 
. fonction de x 5 c de confiantes ; 6c de l’intégrale Ndx, prife par rapport à x 
feulement , que d’une fonction de y & de confiantes. On propofe d’intégrer 


x d Jt y d y y dx — si I y 


dy? J’intègre ^.j^yry 4- 


- ydx 


regardant x feul comme variable , te il me vient y/ (.t* -h J* ) -t- -d tang. — - 
qui rc peut différer de l’intégrale demandée que d’une fonction de y te de cons- 
tantes que je nomme V. Je différence y' ( x 1 -1 -y 1 ) 4- A tang. — — f- l”en fai- 

r C .... xdx-\-ydy ydx — xdy „ . , 

fant varier y te x, Sc il vient /j 4 4 -dr, qm comparée 

à la différentielle propofée, donne dY=.y* dy te J'=: — H a. Donc la 
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différentielle propofée a pour intégrale complète 

V' C*‘ 4- J 1 ) 4- ^ 'a n S- j4y+a. 

. y d y x d y 

Si j’euffe intégré — ~- ; y i 4- .y 1 <y en regardant^ feul comine 

• » jf yl 

variable, j’aurois trouvé y/ ( *•- ■+• y' ) -f- A tang. -y -+- d— qui ne peut 
différer de l’intégrale demandée , que d’une fondion de x St de confiantes que je 
nomme X. Je diflérentie V ( x ‘ 4-J 1 ; 4- A tang. — -J- — -4- X , en faifant 

varier j & ar, St il vient 4- ~ x T^ljr^ + y 1 d y 4- d X, qui 

comparée à la différentielle propofée , donne dX=o St X=:a. On verra 
aifémeiu qu’on doit trouver dX=o, lorfqu’aucun des termes de N n’eft 
fondion de la feule variable x & de confiantes, ou de confiantes feulement; St 
qu’on doit trouver dYz=z. o, lorfqu’aucun des termes de M n’eft fondion de la 
feule variable^' St de confiantes , ou de confiantes feulement. 

L’intégrale de la différentielle Md y-h Nd x -+- P du d’une fondion des 
trois variables j, x, u , ne peut différer de l’intégrale de XI dy , prife par rapport 
à y feu. entent , que d’une tondion de x , u St de confiantes; de l’intégrale de 
A'ff.v, priie par rapport à x feulement, que d’une fonction de y , u St de conf- 
iantes; de l’intégra e de P d u , prife par rapport su feulement , que d’une tondion 
de- .y, a. 0 St de confiantes. Ainfi nous pouvons fuppofer que l'intégrale de 


y d y -4- x d x . 


■ ué u 


y/ (y‘ -+-* 1 ■+■ u - ) 


pouvons fuppofer que l’intégrale < 

K d x — xdu 

~l — -f- u du 


X 1 «4- U 1 


efi égale à l’intégrale de ^ ^ j , prife en ne faifant varier que y ^ 


plus à une fondion de x , te St de confiantes que je nomme K , ou 1 
y/ ( y - -f- x 1 -f- a 1 ) -+- K. En Sifférentiant St comparant , on trouve 

» d x — xdu u d x 

x i u i 4- udu ; donc K efi égale à l’intégrale de - , - j r , prife 


dK=- 


en ne faifant varier que x , plus 1 une fondion de u St de confiantes que je 

x 

nomme U , ou à A tang. -j- -f- U. En differentiant St comparant, on trouve 
— udu, St Uzzz ~ a. Donc l’intégrale complète de la différentielle 


propofée efi égale à v'( 1 >‘4-** + «* ) -f. A tang. ~ + -Ç -+- a . Scc. 

(171). Si une équation différentielle du premier ordre, telle que dy -J- mdr — n 
a pour m.égrale complété une équation entre r,ar, Sc la confiante arbitraires, 
u y a toujours un fadeur qui 11e peut être qu’une fondion de y, ar Sc de co lif- 
tantes , par lequel fi on multiplie dy - f- m J x , on le rendra une différentielle 
t-.rf'.-. - n f ^ ct > luppofotis qu’ayant différentié l'équation entre y , x S: a , après- 

avoir 
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avoir féparé a , on ait MJy -4- N d x = O , qui ne renferme pas la confiante 
a , Sc (iont le premier membre efl nécefTairetnent une clitTérent telle exaéle. En 
divifant par M les deux termes de Mdy -4- À’/at = 0 , fi ces deux quantités 
M 6c N ont un facleur commun , il difparoitra , 6c on aura exactement 
dy -f- mJ jr= o. Il exifte donc toujours un faêleur . 1 /, par lequel fi on multi- 
plie le premier membre dy -4- mdx , on le rendra une différentielle exaéle. La 
queflion efl de trouver ce fuèleur. 

Il efl toujours poffible de féparer les variables dans l’équation dy + mdx = O 
lorfqu’elle efl homogène; on pourra donc toujours , dans la meme hypothèfe, 
trouver un f.iclcur propre à rendre dy -y- m d x une différentielle exaâe. Soit M 
ce facleur que nous fuppofetons être une fonction homogène, de dimenfion X , 
des variables y , x; on trouvera que J/ dy -4- M m d x efl la différentielle d’une 
fonction homogène , de ditnenfion a -f- t , des mêmes variables ; 6c nommant ç 
cette fonction , que , hors le cas de x -f- 1 =0 , il/y -+-Mmx=s ( a - 4- t ) •[. 
Cette équation , que nous avons démontrée précédemment , Sc celle-ci 


Md y -f- il/ mdx — d~, donnent 


d y -f- m d X 


efl une différentielle exaêle , Sc par conféquent 


d r d y -d-m J X 

(A-t-t)-t* '' nC y-d-mx 

efl le facleur demandé. 


Lorfque x -4- 1 = o , y m x = o , & m = — j— ; dans ce cas , toute 

fonction de ditnenfion nulle des variables y Sc .r, égalée à une confiante arbi- 
traire , fera l’intégrale de l’équation différentielle propofée. 

( 174 ). L’équation dt ( e -+-fr -h gu ) = d u ( A -4- ir -4- ku ) n’ell point 
homogène ; mais fi je fais < -4- / r -f- gu "= ar, h -+■ it -4- ku=y , d’où l’on 


tire / = 


kx — g y kt - 4 - g 4 


fy — ix-d-it—fh kdx — gdy 

Jk- S i = fk-gi 


fk-g‘ — 

du — —j-—-—- , Sc que je fubflitue ces valeurs dans la propofée, j’aurai l’équa- 
tion homogène (/ y -J-gar) d y ~ ( k x -4- iy) dx — o , que je rendrai 
intégrable en la multipliant par y - y, t ^ "a y* » j’ai fait pour abrégerg — i = /. 

Mais comme les deux termes du co-efficient de dx dans la différentielle exafle 
( fy-4-Cx)Jv — (kx-d-iy)dx 

f y ‘ -d-'ï x ÿ ' —'kj p renferment y, on aura I intégrale demandée, en 

f Y — * x Wy 

égalant i une confiante arbitraire celle de ■ , V - , - / , prife en ne faifant 

J fy -d-lxy—kx r 

varier que y. Je cherche d’abord les deux facteurs de fy 1 -+-• Ixy — kx l que je 
trouve être y ^ a- . — v & y ^ f 4. x • , 

puis je di (lingue trois cas : le premier , lorfque les deux fafleurs font réels Sc 
Punit I. F ff 
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inégaux ; à caufe de TVW) = W(7‘+7W » fl 1 °" fait 

— '* ■ ^ ^y - 4 ' ^ — f» ces deux faveurs feront y^f-\-Cx — -ï- i 
6t on aura à intégrer 

(/ y ■ J rt*)d y — t /^(g — cy /).V j- 




( f* 

V ^ v7 


( Ç g -4- k ^ f} d y ^ ^ t 

' A. Ainfi lorfque les deux fadeurs font réels 6c inégaux , la 

y -TÏ7 J 

propofée a pour intégrale complète 


*W/ 


log. 


0 


.i± y s-' 1 s/ 

ZL\/fJ , , . 

* *~yj—ky/f ~ ,0 S- * * ou fimplement 


Lorfque les deux fadeurs font réels 6c égaux , il n’eft queflion que d’intégrer 

Mi.ÙL±i x ) J y _ U/>— *fi)xiv % f j y 

(a/>4-/*)‘ U77+ TTy ■+• Tfy^lx * en ne fa,fant v * rier que 

y i °n a dans ce fécond cas , pour l’intégrale complète de la propofée , 
1°5- ( x fy I *) — ~i /y -t- Ix ^ Le troifième cas efl lorfque les deux 
fadeurs font imaginaires. Je fais alors y y'/-*- qqj — { , d’où d y V /= d - , 

Z.? 1 “H ~~ ^■* l = î 1 — "~dj — ~ x ~ * a P r ^ s av oir fubftituéces valeurs 

, ig — l 

j (fy+g *Vr .. . * 

“ ns y/+/ I/ _ t 7 r ' U Vlent ÏT^TTÏT — , dont l’intégrale, prife par 

rapport i t , égale log. (V - + U=*j rang. _ 

Ainfi lorfque P-i~4^/e(l une quantité négative, la propofée a pour intégrale 

complète log. (/>* -+- /xjy — Æ ar* ) -f- A tang. 

Il y a un autre cas qui paroît échapper, c’efl celui où l’on auroit fk — g i = O ; 
mais alors la propofée devient tfdt — hfdu (/r-f-ga) ( fdt — id a) = o, 


I T DV CALCUL I N T t G A A L. 

l'+tW! 


10 ? 


d’oii l’on tire , en faifant ft -4- gu 

‘g±Jf+{g-±±ti , 


u = a - 4 - 


«{,</«■= < g t.g -+-')• t 
(JTÏf- lo 5 - [ ‘S-+- h f+ t f-H*)- t]- 


Si£-+-« = O, 1 caufe de du = —^TT ,on aura i«=<t -b^^rTf' 

( 174). Soit propofce l’équation d y -4- P y d x = Q d x , que nom favonj 
intégrer en en réparant les variables. Puifque ne renferme que x & des conf- 
iantes, il y a certainement une fondion de x Sc de confiantes par laquelle on 
pourra multiplier dy -t- P y dx pour le rendre une différentielle exade. Nom- 
mons X cette fondion inconnue, 6c X dy -\-XP y d x fera une différentielle 
exade. Ainfi la différentielle du co-efficient de dy , prife par rapport à x, 6c 
divifée par dx, doit être égale à la différentielle du coefficient de dx, prife par rap- 

port divifée par dy ; ce qui donne -jy = P X. Mais parce que- X eft 

•* j x 

fondion de la feule variable ar 6c de confiantes, -jY ^ = d X ; donc 

j y 

"■ 4 - = Pdx, d’où l’on tire log. X = fPdx 6c X = Or, en multi- 
pliant par c ,rim tous les termes delà propofée, on a e rP iJt dy Pydx=s 

t ,r im Q «é* , qui a pour intégrale complète t' r *“ y =a -4- f t 1 F im Qd x ; donc 
y^xe friM {a-+-ft(?*‘Qdx}* - • 

( 175 ).On appelle équations linéaires les équations dans.lefquelles toutes les 
variables , excepté celle dont la différentielle première eft confiante , & leurs 

différentielles ne font qu’à la première dimenfion : ainfi A, B , C, X 

étant des fondions de x 6c de confiantes, l’équation K t. 

d y _ d x y </" y 

A y^~ B TT + " •+■ u 77 ~ = x » 

peut repréfenter toutes les équations linéaires d’un ordre quelconque entre deux 
variables. Nous fuppoferons le fadeur propre à rendre cette équation intégrable , 
de la forme de r d x, r étant une fonction de x 6c de confiantes. 

Nous venons d’apprendre à trouver ce fadeur lorfque l’équation eft du premier 

ordre , telle que A y -1- B ■— =■ X. On peut le trouver d’une manière plus 

fimple encore ; car puifque le premier membre de l’équation A 1 y d x -f- B r dy±x 
X t d x eft une différentiel'e exacte , fon intégrale ne peut différer d eBay que 
d’une fondion de x 6t de confiantes que je nomme S'. Donc 

A c \dx-\-Brdy = d ( B t y — f— 5 ') = B r dy y d ■ Br -f- dS' ; 

, expreffion qui feroit abfurde, fi Ar — « 

i • P, 


d x 


n’étoit égale à zéro. On tire de cette équation 


d- B. 


Adx- 
B * 
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/ A d x f Ai* 

—j — , St B r = tJ ù .A caufe de d S' = o , ce qui donne 

S' =■= confiante , on a pour l’intégrale finie complète de l’équation linéaire du 

/ A £s PA d » y 

* y — * “+• * jf d x 9 o* 

J /* rAd* y _ 

b- ç a +f e J b al dx y 

( 176 ). Je multiplie par (r</ar tous les termes de l’équation linéaire du fécond 

, J y d * $ 

ordre ^_y -1- B -~ x -+. Ç — Aé ,ôt il me vient 

</' V 

. .r/ <r J' d v - 1 - 2 ? » 2 J/ -4- Ç » -j-- = X 7 d x , 

dont le premier membre , par l’hypothèfe , e(l une différentielle exaéle. Il a donc 
pour intégrale C 7 plus une fonûion de y , x & de confiantes que je nomme 

S' , St par conféquent A ty dx-\-B t d y -4- C 7 yj = rf Çc s — I— -S' ^ = 

: C * ■+" dy-^-dS' , d’où l’on tire dS‘ — Ç B t j— ) dy-f- 

A ty dx y & S' = Ç B r ~77~ ^ y R'., R' ne devant renfermer que la 

feule variable x St des confiantes. En différentiant il vient d S' = Çb 7 -j~ ^ 


d-Bt d' Ct \ J _ 

+> - fl y d x , exprtllton qut ne peut etre 

i-Br d'-Cr 


a» J J, n ^ d* • Ç & \ 

dy ■+■ Q ~ j ~ ï~r J y d x + d R' ; 6c comparant les deux valeur» de 

ds ,dR ^ Ça t ~ dx dx 

vraie , à moins que l’on ait (A ) ... ... At — * J ~ -H ~j~p~ — °l d’où l’ on 

tire d R = 0, &t R' = confiante. Il fuffira de trouver une valeur de r qui 
fatisfaiTe : à*l’équatioa A ; cat l’équation lijiéaire du premier ordre 

(B)*.-... .Cr-/- x + ÇBt-±£L)yt=a+fXtdx 

pourra être facilement intégrée , St en aura l’intégrale finie complète de la 
.propofes. Si au lieu d’une valeur de r, on en trouvoit deux, on auroit les deux 

d y t . 

intégrales premières complètes de la propoféé ; St éliminant •— , fon intégrale finie 

• — . û. . - , - ,î s < - : i » ' 

complète d’une maniéré plus fimple encore. 

- Nommons d. i le fatteur propre i rendre intégrable l’équation A, ou 

r * L l d J} x \ d* C \ r „ de \ d, <r 

( d — 77 -+J? ) T — v 9 ~ 1 Ti )'77 c dx\ — ° > 

nous 
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nous trouverons, en opérant comme nous venons de faire fur la propofée, 
qu’elle a pour intégrale complète de l’ordre immédiatement inférieur 


(C). 


- [( 5 “ * 7i) " , ' + C 7Î] ^confiante. 


d •f- d* + 

V étant donné par l’équation (D) Av -{-B = o. 

Il eft à remarquer que l’équation ( D ) n’eft autre que la propofée dans laquelle 
on auroit fait X = o ; d’où il fuit qu’on aura l’intégrale finie complète de 

l’équation du fécond ordre A y -f- B -h C =3. X t Ci on peut trouver 

une feule valeur de_y qui fatisfalfe à cette équation dans le cas de X * o. 


Je fais j 


[Ux 


A * 


, C étant une fonâion de x & de confiantes , d’où 
JS 


- f — = S J' * , = Çc i -+- ) J ;& fub Ai tuant ces valeurs dans 

l’équation D, on a peur déterminer S l’équation du premier ordre 

(E). ...... A — f- B C -+• C C 1 + f ^ = o. 

Je mets dans l’équation C, après l’avoir divifée par Cv , Sc avoir fait pour 
JC 


B — 


abréger ■ 


— pour "p fa valeur * , & je la change par - 11 en 


Jr 


celle-ci ( C' ) ( 5-f- C ) <r — — t . d’où l’on tire ,’ 

après avoir fait la confiante ai bi traire = o , car il ne faut que fatisfaire 1 l’équa- 
tion A , r = En fubflituant pour a fa valeur dans l’équation B , 

dont on divifera d’abord tous les termes par Cr , on a 

Je multiplie cette équation linéaire du premier ordre par t 1 ’ , & intégrant en* 

fuite , il vient pour l’intégrale finie complète de la propofée. 

0) 

On a dû prendre pour C une valeur qui fatisfît 1 l’équation E ; fi on en eût trouvé 
deux , on auroit eu , en nommant l’une ( i & l’autre Cl, les deux intégrales 
premières complètes ■> 

iy . t -r(.B.+ Ci)J* r f(B, + Si )Jx VJ x 

TT — C, J’ = c •„(«+/« Xi*)* 

iy . , -A *.-*-**'> '*,. „ fCB.+St)d* v j 

TT — C a = — 1 — — (b+fc Xdx), 

Parti* /. G g S 
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d y , v I r — /( -4- C i ) d x 

6c éliminant jÿ , ( II) J = c . (Ci _ ; rj [ ‘ 

( * _(_//( dx (t +fA B '+ : ^ Jx Xdx)]. 

L’écjuation C ' a pour intégrale complète « 

«' Sc A' font les deux confiantes arbitraires. Je fais b’ = o 6c a = i , puis 
a —o 6c b' = i , Sc j’ai les deux intégrales particulières r = 

y. Ces deux valeurs de «• , que je 

nomme r i 6c «■ i , étant fubflituées fuccefïivement dans l’equation B, on a les 
deux intégrales premières complètes de la propofée 
dy /„ Jri \ a-y-fXndx 

77 \ B ' ~~ TT77 ) y ~ Cn r 

*y . f D N b + fXn dx 

4~7-*-{ B ‘-77d7 ) y — Cn 

»• d y , , 

& éliminant , fon intégrale finie complète 

sri — b r i -4- r ifXrt J x — nfXrxdx ... In 


y — 


. Mais -j 7 =*(£, 4 * 0 ,r * 


. / drx dn \ 

C (' t 77 -'* 77 j 

irx . . i — /Ci*. itra i r\ \ 

~T 7 = (B.+ C;,1-J« ; donc r I ~ 77 ~ “ r 1 ”</*” y =a 

f n , d *. gj fubftituant , on a y =s e^' ix [aft 

Xdxft tl. J . formule qui efl identiquement la même que 

celle marquée I, car /«-/W + ’O'* ^ fA B ' + S '> Jx Xdx=* 

/r a*.+*')' x . r A B ’+' )is xj x - 

fe W-'W* Xdx f'-K B - + x: ) ix iJL' 

(177.) Soit pris pour exemple l’équation h ^ -+-g = -i^, £ , b 6c i 

font des confiantes. On aura B / = —, 6c pour déterminer C l’équation 
*4- AC -f- £'C‘ ■+* g d ’ = o, à laquelle on fatisfait en prenant C égal à une 
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confiante que je nomme / qui fera donnée par l’équation du fécond degré 
gf * ■+■ h f -+- i = o. Mettant / pour C , 6c — pour dans la formule I , il 

vient y = tf’[b- f- J. ( adx -f_ dxfe~T~ * Xdx) ]. 

l°. Si les deux racines de l’équation du fécond degré font égales , ou fi 
- * 

/ = — — ; °nay = 


SI 


[ 4 + V fi’ 1 XdK ] - e ■* 

[ dx jr Z 1 I z 1 > * -i 

~f / *** y tïTXxdxJ. i°. Si l’équation du 

fécond degré a fes deux racines réelles 6c inégales ; nommons alors l’une des 
deux valeurs de /, /i , l’autre fera — (/l ~b-j) t I l,e nous fwons a /ij 

6c nous aurons ^ - 4 - 

= t f 1 * [b 


■»//» —fi)* 






( a</x + dxft—f « Jfrfx) J 


ft — f'*Xdx — 


/« — /»* Afafx 


e (/»-/i) x(/»-7Ty 

/< — /■* AT /•*-{- a</t* </,J . 

f* ' 1 * Xdx, en mettant a pour — On auroit trouvé 

le meme réfultat, en fubftituant dans la formule II pour B l -i- C j 6cB-4-fi 
leurs valeurs /"i tc.fi. j°. Si les deux racines de l'équation du fécond degré font 

• i , i I» , » 

imaginaires ; en reprefemant par — _ J' J _ , __L + _ j 

î» . T 2 £ T 

X» .. * t ■ M ( 

les deux valeurs de /"dans cette hypothèfe, on ajr= e ‘iÇb e ^ i_l_ 
a,*W— « s • -h'x^-x 

+ sTâv- ,/«' c * * v 0 * - — "Tjiv — 

Mais 

* ^ = cos. A x -+- y' 1 — i fin. h'x t t J c=cos. h'x — y^— ifin. A'x; 

donc, mettant a pour — ^ ^ ^ -f- b te b pour — 1 y' — i, ce qui 

efi permis, puifque a 6c b font arbitraires, on a y = e ~ ’ >1 ( a cos. K x -f, 
é fin. h x H — — J t ‘ t cos. h'x. Xdx — 7 — y< * s fin. h! x • X dx\. 
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(178). Soit encore propofée d’intégrer l’équation 
iy-\-h(k-\-lx) J — î — X. L’équation E devient 

^ C*-+- ji) == 0 • * * a 1 ueI * e on 

f.itisfait en faifant C — ^ { ix ’ ^ /^ ra donné par l’équation du fécond degré 

fZdx — 

gf l -b {h. — f 0 •/*+•*’ 5=3 o. On a donc c 1 * = ( A -q- / .r ) < ; & , 

, ad i d« B, = on » 

. «*•*••>'*_ (i+ /<»•+* *> '*>_ (« + 

En fubftituant c es valeurs dans l’équation I, il vient y =3 

(A_f./x) ' [é -q- J " (*dx+Jxf(k+lxy * tt t 7 —Xdæ}'\. 
l°. Si les deux racines de l’équation du fécond degré font égales , ou fi 
/=— ’ 7; ~ ■ ° na J =(k-*-ixj~~ï7t J [a -+- ^io g . (*-r- /*) -t-; 

/( =< l+ '■*)' 


* 4 * 


^ é log. ( A ■+* t-x-y-b -~j log. (k l x)J (k 1 x) < / < Xda . • 

J\ k +. Ix) ■*' log. (A -J- /*) • Xdx^. 

»°. Si l’équation du fécond degré a fes deux racines réelles & inégales ; en nom- 
mant/i l’une des valeurs de /, l’autre fera — Ç f 1 -+- \ q ue nous ferons 

M p f(k-+-lx) 1 

«=/i ; & nous aurons j = (A-f-fx)' A -J-y ' 

Ç a dx -+-dx J (k -±- tx ) ' 1 Xdx ^ J s=z 6 (k-j~/x)~ -h. 

f± 

r a f' ( k -f- / jr S ' Z* r> , . 

i~ü m i^n)i k + 1 *) ‘ «•(/»-/« )/(*•+■ /jr > ' - Y ‘ /a? ~ 

f « s 

^ r ' Xdx. O11 auroit trouvé le mîme réfultat 

en fubftituant dans l’équation II pour Ci Sc Cz leurs valeurs — — & — — — . 

k 1 x k l x 

j°. Si les deux racines de l’équation du fécond degré font imaginaires ; en 

repréfcntan 


1 


Digitized by Google 


CT DU CALCUL IltTÉe&AL? 


lt* 


repréiêntant par A' — A" y'' — i & A'-+- A" y' 1 les deux valeurs de f dans 

*'r — A * V — 1 

Cette hypothèfe , on a y = ( A -f- /a: ) ' I A ( A -+• l x) l -{— 

*Vy_i AV- 1 h'+k’J-, 

r 


X d x — 


i g h’ ^ — i i g A’ ^ 

~~ 4 ~4 *V-i ' ^ V A'u'.r]. Je fois 


A' y' — I 


( A Z x ) * = c~‘ ^ 1 , & , prenant les logarithmes de part 

& d’autre, ,il vient A- log. ( A Z -r ) = s ; donc 

(A 4 -Zx) / =cos.^jlog.[A+/*]^±V’— i fin. (y log. [A-f-Z*])-' 

Ainfî lorfque les deux valeurs de f font imaginaires , on a , en mettant a pout 

TJFj—j -*-*>* P our TjV — ^ v' — » » > — (* -*-/*) ~ [ fl coî * 

, h . -y su x fin. (Çlog.IA-t- 1 »]) 

( 7 Io S- l k + l *]) *»■ * fin- ( T lo S- 1 k lx V "* JÂ' 

r l ~T /h” N COS. log. [*-+-/*]) 

J {k+lx} COS.^ylog. [Al-H Ijt~\ j Xdx— • 




k -f- Zx) 1 ' fin. Ç y- log. [ A Z x ] ^ X dx. 

On auroit pu tout d’un coup faire ufage de l'équation A , qui devient dans 

ce cas particulier i , _ A ±lS±/tIll + g 

ix ° Jx * 


& à laquelle on fiitisfàit en prenant r = (A -P- far)*, A étant donné par l’équation 

du fécond degré i A / • ( a -f- i) -H g • ' A -H l)-(A-t-i)<=o. 

Soient alors ai St a x les deux valeurs de a; en fubftituant dans l’équation B pour r 
fucceflivement (A-f-Zx )* 1 & îA-d-Zx)* 1 , on aura les deux intégrales 
premières de la proposée. Je divife la première par ( A -I- /x) & l’autre 

par (A + ix / ‘-r ■ , f< je les change par - là en celles-ci , 


g (A ■+■ lx) ^7 -f- [A — gl -(ai -f- i)]j' = (^ + ix) — * 

[«■+■/( A -f- Z x ) x > AVx ] = nt, 

g ( A -+- Zx) ^ -d- [A — p*’-(n+ï)],y = ( A -+- Z x )~ x , — * 

[A-l-/(Â:-i-Zx)'‘AJx]=nii 
Varia I. H h II 
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d’où l’on tire, en éliminant ' ' , y — " 1 n * — . réfultat qui n’eft pas 

différent de celui que nous venons de trouver, car fi = — l (x i O & 

fi — i), Sec. Cet ess'nplo-ci renferme le précédent , St il fe r » 

facile de palier de l’un à l’autre, fi l’on veut faire attention que lorfque te— i 

Si / =so , on a loe ‘ ( k 1 * ) — x", St, e étant un nombre quelconque , 

<■ I ne. (k-*- lx) • /*’ . 

C À- -+- é-r )T = e r *. En effet, lorfque k—i, j = .tr — 1 - «c., 

dont le fécond membre, lorfque / = O , fc réduit à x ; donc , dans la meme 
hypothèfe ( k 4- Ix )~ = e cx , 

(179). Je multiplie par six tous les termes de l’équation linéaire du troi- 
fième ordre A y -x- B d - y . + f * 1 ? -4- /) lll = * , St elle devient par -là 

^ ' dx 1 dx d x i 

A f ydx-\- Bsiv-i-Cs J -lZ 4- Ds d l 2 . =~X,dx, dont le premier 

•" dx d X 

% • t y 

membre étant par l’hypothèfe une différentielle exaére , a pour intégrale D s — -j 


plus une fonélion de y, x Si de confiantes que je nomme S'. Donc 
A cy d x 4~ B s d y -f- C s -J- D r = d ^ D r -+- S' ^ 


D 1 


d • D e d y * «1 \ «9 • 

• -p f- d S ; ci ou 1 on tire 

d x d x 
é» De d'y 


( c * - -a r/âî* ks= ( c ---"r) % - 

une fonélion dey, x: Si de confiantes que, je nomme R'. En différentiant , il vitnt 
dS>ma ( Cr — 77 Jy+dK'i & comparant 


les deux valeurs de dS', d R' = ÇB s tlS r . dy 4- A s y d x, 

d’où R' = ^5 r — i ' C ç 4- d ' ^ y 4 " Q', Q étant une fonélion de la 
feule variable * Si de confiantes. On a d R' = 


Si comparant les deux valeurs de d R! , d Q' = 

Çd s — —~ i — -+* < -ÿ—T- — ' p ’^ ydx, exprefTion qui ne peut être vraie , 

i' -Ce 
dx l ~ ' 


% p * ■ / 1 » j d • fi 9 

a moins que 1 on n ait QA) . . . A 7 — — 


d X 


d'-De 
-dx>~ = °’ 
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d'où l’on tire </Q' = o , Q'*= confiante , 6c l'équation linéaire du fécond ordre 

yn', n d'y r r d-D<r\dy f „ d-Ct d'.Dr\ .' rv j 

(B) . . . V rj J t + j—-, jj— j- jj=a-t-fXrdx. 

Si on trouve une valeur de <r qui fatisfafTe à l’équation A, on aura, en fubfli- 
tuant cette valeur dans l’équation B , une des intégrales premières complètes de la 
propoleei fi trouve deux valeurs de s-, on aura deux des intégrales premières 

complètes , 6c , éliminant —p , une équation linéaire du premier ordre qui étant 

intégrée complètement , comme nous favons qu’on peut toujours le faire , donnera 
l’intégrale finie complète de la propofée. Si on trouve trois valeurs de <r , on aura 
les trois intégrales premières complètes de la propofée ; 6c pour trouver fon inté- 
grale finie , il fuffira d’éliminer , jj au moyen de ces trois équations. 

Nommons * d *• le fa fleur propre à rendre intégrable l’équation A,, ou 

f j d B . d' C d'D\ f „ dC . d'D \ d<r 

\ A — ~d~* ~TP VU ) r v B 1 7* "+"■ 3 7** ) Tic 

( d D \ d 1 r d' c 

L- J. JJ J Jp — D jp = o ; nous trouverons , en opérant comme 

nous venons de faire fur la propofée, qu’elle a pour intégrale complète du fécond 


ordre ( C ) . . . 



Tf B 



IA dx 

H dx' )• Ÿ -+A c — 77 ) 


S' étant donné par l’équation 

(D) 




_ s + 

D ——°- 


Il e(l à remarquer que l’équation D n’cfl autre que la propofée dans laquelle on 
auroit fait X = o ; d où il fuit qu’on aura l’intégrale finie complète de l'équation 

du troifième otdre A y B ~ C -4- D = X, fi on peut trouver 
deux valeurs de y qui fatisfafTent i cette équation dans le cas de X = o. 

JZdx ,,,d + 

, Cl OU — = 1. « > r r = C‘(' J. 

d X 


Je fois d’où f^ = c/ C '*, Ç 4 = C'/ :Jx + 

Q x d x 1 (i x î 




d' ! fZdx .... 

— r e ; en lubilituant ces valeurs 

a x 


dans 1 équation D, on a pour déterminer C l’équation du fécond ordre 

( E ) = 

Je fuppofe qu on ait trouvé deux valeurs de C qui fatisfafTent à l’équation précé- 
dente , (avoir C 1 6c C x ; puis je mets dans l’équation C , après avoir divifé tous 

fes termes par f , pour * fucceffivement dx , J iiix ; 6c j’ai de cette 


ma- 
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niera les deux équations du fécond ordre 

_d* a- r„ JD dr r z> iC ^ i%D ^fr iD \. 

£> Jp — Y c — 1 T7+ Z)Cl .R*‘ + 'U ? — d~x + T* 1 d *) 

/ . rfCt \ 1 , —fiidx 

Ci-f-D. QC‘ J J *■ = « « 

rf*B- r JD ~\ d «• r„ de d' D r „ d D \ 

d 77' — [ c — 1 7T- , - z?C2 ]7I- t -[ Z? - + + ( C ~77 ) * 

, /■- ,, —fZidx 

Cl+1 /.(c> 1+7r jJ f =i« 

«' 6c 4' font deux confiantes arbitraires. Avec ces deux équations j’élimine 
j-- , , 6c il vient l’équation linéaire du premier ordre 
c _!£ 

t ,-ftu._ vr !Zxix ie r <-4£ ^ r 

2) » ou 71 1 — 2) HCi-t-Ci -f- 


.«•(»• »- g O 1 
(; i — * i) d x J r 

. JD 


t!t -fzxdx_ v -r^dx 


c ~ 77 _ rf(Ci — î i ) /?</* 

pour abréger ^ h C a -H C i -+*(-, LT eT) Jx — C > r==e 

r, +/ ] . „» m* 


£>(;» — .'O 

d(Ci — Ci) 


; d’oh l’on tire , en faifant 


com- 


L \ / — • 

plète de l’équation A. A caufe des trois confiantes arbitraires dont on fera 
fucceflivement deux égales à zéro, 6c la troiftème égale à i ; on a ces trois 

fiix (Vdx /■,“/( C ' + î, )'*ée 

intégrales particulières r = e ,c = e J l>ÏCt~C i) 9 

jvix p -({?+-**}** i x „ , 

r = « J + i ) * *- es Ta ' eurs de *■» que ]« nomme r I ( 

ri, e 3 , étant fubflituées fucceflivement dans l’équation B , on en tire 


„ d’ y f _ d- D a \ \ d y /„ 

D c 1 ~77*~ -+* ( CrI 7T~ )l7+ ( Brl 


d ■ Cri d'-Drt \ 

d x d x' J 

y— “ -+-/AT <T t d x y 
_ d'y f d-Dri\dy r „ d • C n f ■ Dr* \ 

jy = t+fXrldx, 

■v — c -j- y «• 3 ». 

Avec 
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Avec ces trois intégra'es premières complètes de la propofée, on ‘éliminera 

T y dy ■ e - , , J-Vin d-nr 1 

x >■ » Yi i N apres avoir fait pour abréger < 1 -y- >2 — y— = e, i , 

f d- C r » d‘ • D r 1 \ f d • C r 1 d x • D 1 1 \ 

k ~~n TP~ ) — r 1 k, ~dT~ TP~ J — r > 1 » 

</•/>«■; d - Dr 1 /* d • C r 1 à* • D r \ \ 

~~d~x M ~77~ = r . 3» V. ~ j 

( d C rt d' • P r : \ , 

— ~ a ~ x fp — J — r u J , on aura pour 1 intégrale finie complète de 

la propofée , y ■= 

(»ir, j — rir,i)(d-*-fX ri dx) — rz rp(t -*-fX rxd \) + r\c,x(c fX r} dx) 

*. J»’*»-»’, 1 r* 3 
( 180 ). S’il s’agiflfoit d'intégrer 

• y l x) -j y x - g ( k -î- l je )» -j-jî- ■+•/(£ -+- /*)> yy = 

on ne rencontreroit aucune difficulté ; car l’équation A devient alors 
d-r{k-+-lx) d'.r(k+tx)' d' • r {k-+- 1 x)' 

‘ r h Tx *~S TP f 7 ? = 0 » 


à laquelle on fatisfera en faifimt r=(k- 4 -lx)’ L , S CA fera donné par l’équation 

du troificine degré i — 4 f. (a+i )+jf'- (x + 1 ) ■ (» -f- 1 ) / D • 

( A -4— I ) ■ ( A -f- 1 ) • ( X -f- j ) — o. Mettant enfuite pour r fa valeur dans 

l’équation C, on a , après avoir divifé tous les termes par ( k •+- /ar) A -t- * , 

/( k -f- / ar ) l jp- + [ g // • ( A -f- 3 )] ( Æ -h- /.* ) yj -+- [ * g l • 

( * -t- 1 ) -h fl • fa -b- 1 ) • f A -+- 3 ) ] y = (k-+-lx)— — '[«-+- 

^-*-/ar,*jr</ar],&cle problème efl réfolu. En effet, toute équation du 
troifiènie degré ayant nécelTairement une racine réelle, on prendra pour A celle 
de fes va'curs qui ell réelle, &r il ne fera plus qtieftion que d’intégrer une équation 
du fécond ordre, comme nous favous qu’on peut le faire dans tous les cas poffiblcs.' 
Si l’équation du troifième degré a fes racines inégales, & fi on a par conféqvcnt 
trois valeurs de A que je nomme At, Al, A3; il fera plus court de chercher les 
trois intégrales premières de la propofée. Or , fi l'on fait (k-+-lx)— » — * 
[ <r -+• f{ k -f* Ix )* X d x ] .-r= Il , Cst que II I , n 1 , n 3 foient ce que devient 
Il lorfque A devient fucceflivcmcut A 1, A 1, A 3 , on aura 

f(k~t~lxf j-p -+- [ » — fl . (A I -f- J ) ] [ A- -4- / e*r ] .yy -f- [ A — g l . 

(a I -h! )-hfl •(At+i).(M+3)]y=ni, 

/( k + lx ) 1 jp -f- [g — fl. (Ai-t-3)][jt-f-/jr]~ -f-[A — gl. 

(U + l)+// l -(Al + l) -(AA-+-3)]jr = ni, 

f(k-4-lxy i jp-^[g — fl. (A 3 -j- 3 )] [ A-»-/*] ~ -+•[ h -gl- 

( A 3 -+- . ( A j+ 1) . (A3 + 3 ) ]^ = n 3 ; 

Parue /. I i i 
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d'où l’on tire , en éliminant 


i' v 


U 


d V 


d x 


.ü 


3 /i‘(xa — ai)(a) — AI ) //’ (ai — a i) (a 5 — ai) "*"//' (A3 — » 0 ( A 3 — A 0* 

c’efi l’intégrale finie complète de la propofée, fi chacune des quantités n>,ni, 
n } ne renferme point la même confiante atbitiaire. Suppofons que l’équation 
du troifième degré ait deux racines imaginaires, & que par confequent deux des 
valeurs de A , par exemple A i &c A ; , loueur des quantités imaginaires telles que 
a' — a* y 1 — i , a' -t- A'V — <• On voit d’abord que (Ai— a i; . (a j — Ai) 
efi une quantité réelle, &c qu’aie fi le premier ternie de la valeur de y eft réel. 
Repréfentons les divilèurs des deux autres par 1+»^ — 1 Sc — a. -h a y' — l ; 

ces deux termes deviendront — ^ ■■ - » £ ( “ « — 1 ) 

( k -hlx) * V'-> [*-+-/( k («H-„ yt- t) 


(A-+-/x) * ^ 1 [ c -H /(Æ-+- é x) 1 '~ hA ^ 1 XJ x]J ; ou , faifant attention 


que(X. 4_/x) A ^ ’=cos. [a* log.(Æ-j-/x)] + V — 1 fin. [a log. (Æ-4 -/x)] , 

& n’oubliant pas de faire les réduflions néceflaires , i 

** * 

£ b fin. [a’ log. ( k -t- /x)] -4- c cos. [a" log. (/t-»- Ix ) ] -t- î [a fin. (a" log. 

( k+- Ix ) ) — « cos. ( y" log. (k ■+* é x ) ) ] / ( k ■+■ l x ) *' fin. [a* log. 
(i-*-/x}].y</x-i-i [ « cos. (A" log. (it-t-/x))-t-» fin. [ A* 1 log. 

( £ -t- -t- / x) 1 ' cos. [ a" log. (Æ-t-éx)AVx J, quantité toute 


réelle. 


(i8l). Je multiplie par rdx tous les termes de l’équation linéaire de 
l’ordre n , &t elle devient par - là 


A'yix + B'dy + C r il -t-... -+- Ur jfj_-==X r dx, 


dont le premier membre étant par l’hypothèfe une différentielle exaéle, a pour 


intégrale U r - — :r Z\ -f- A’. Or 


I/r r Y d-CVd’—.y 

+ JA'<=: 

dx n J d X d x % 1 

donc d A' «= ^ T 9 — 

J-U*\ 
J. T J 

Sa. 

Il 

H 

n 

1 

H '<5 
• s 

ÇZ L 

ix — * 

dA s=a ( T , 

d—'y 

\ i* J 

dx‘~\ ' 






B'. En différentiant , il vient 

r LIl- £Zjt. ji? ■ 

Jx [rfx* S d x " 1 * 
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6t comparant le deux valeurs de 

• jt . m*/ s c J -Tir J'.U,\ J’— 1 y , „ J—' y , , 

dA,dB<=(^S , j~- -+- -j-jT-) 77^, + ** j-pr-f •+- ^c., 

dou B » (/' ST- + -rf»*-; 7T^T + C ' 


En opérant toujours de la meme manière , on trouvera 

JC= (R.-ii £.'*^4' 

</x i/o: 1 d x 1 J dx 4 

• /'d d • S r d 1 • T r d i • 1/ r \ 

& r “ C ^ + "TT? 17P" ; 


X 


dV=(Q 


d»Rv d'»$t 


dx x 


d* R r d~ • Sr 

+ 


d x x 
d>. T* 

d x ’ ~ T_ d x* J d x* 4 ' ” d x' 

d x * 7V </ 4 . E/tr N y 


4 y. -+-ZT; 

dx n ~* * 


d'.Ur\ d*—» y 




* y 
"J ' 

</ X _I_ </x l rfx* ' d X* y </x” < ^ * ^ C “ 


Enfin on verra aiféinent que r étant donné par l’équation 

_^d' • Cr rf* • C r 

d x 


(A) 


. d • Br 

A v — - — - — . 


d*. Vc __ „ . 
±— ?" =Œ °» 


d x x d x* 

la propofée a pour intégrale de l’ordre immédiatement inferieur (B) 

TJ _ ’t' ' y . St d‘Vv\ d *~ 1 y /■ r d-Tr d' • V t 

UT dP=^^^ T 


(f x 

>îr 


\ rf— J y rf.Tff d’.v<r\ 

) ~T?dr + C 5r — -5- — — ; 


</x— » 

C 5r 


ti hh . 

d x 1 


</>• rf" - 4 y 

</x> J </x— ' ‘ 


d • C T d * 

-t- 


73 «r 


=F 


dx ^ dx' 

Si on trouvoit n — i valeurs de r qui fatisfifTent 1 l’équation A , on auroit , en fubf- 
tituant fucceflivement ces valeurs dans l’équation B, n i intégrales premières 

complètes de la propofée; 6c, éliminant , on parviendroit à une 

équation linéaire du premier ordre , qui étant intégrée complètement , donneroit 
l’intégrale finie complète de la propofée. 

Nommons •¥ d x le taûeur propre i rendre intégrable l’équation A , ou 


(-f-aî+S?- Sa* “‘al*» 
fe-C c -»ar- te O£?- -ip-r— ■>•£.* 

- (*-*> 77.J 2x~ =F (J~ n Tx) 3P=î ± ü 7? = 0 ’ 

6c nous trouverons en opérant, comme nous venons de faire fur la propofée j 
qu’elle a pour intégrale complète de l’ordre immédiatement inférieur 


l 
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ni 


(Mt propose, que l’équation qui renferme >. aura de racines inégales; & de cette 
manière ou parviendra à une intégrale d’un ord'e inférieur d’un nombre d’unités 
égal à cei..i de ces racines inégales. On raifoniera fur l’équation rélultante comme 
fur la propofée, & continuant toujours de même , on parviendra i l’inlégrale 
finie complète demandée. 

( 1 S 1 ). La même méthode nous fer vira pour intégrer les équations linéaire* 
entre un p us grand nombre de variables. Soit l’équation du premier ordre 

• ^ + + + 

je la multiplie par r d x ; îc ft par-là fon premier membre devient une différen- 
tielle exaiie , il a pour intégrale La j + ZJfj + i', >S' ne devant renfermer 
que des x. Donc à caufe de 

JS'=[A' - d ~/]ydx+- [Dr — 

D r 


d • C r 

il efi néceffaire que A r ’J~T~ — o,Br 


d x 


= o. Une feule de 


ces équations fuffit pour déterminer r , l’autre eft l’équation de condition qui doit 
avoir lieu , pour que la propofée foit intégrable. Si , par exemple, A , B, C , D 

A M 

étoient des quantités confiantes, la première équation donneroit <r=c C ; 

& fubfiituant cette valeur dans la fécondé, on verroit que dans ce cas la propofée 
ne pourrait être intégrable , à moins que l’on eût A D = B C. Une variable 
de plus auroit donné une équation de condition de plus , & ainfi de fuite. 

Soit l’équation du fécond ordre 


■>r+Bi+'U+ D ii + £: !r? 


dx‘ 


fi, en la multipliant par rdx, on rend fon premier membre une différentielle 
exaüe, il a pour intégrale de l’ordre immédiatement inférieur 

d x 




F r ^-+- S'. Mais 

d 5'=[Cr —£r\ J y+ [ Dr ~ ~rr\ d l+ A <ry dx + B'idx ; 

donc5'=[Ce— ±^] y + [Da — = R, R 


ne 


devant renfermer que «les x . En comparant les deux valeurs de dS' y on a 
d'Cc d* • E r \ , f d - D c d' • F e\ 

dR=(^A, jj-H dx~ Jydx-+-(^B r 

d’où l’on tire les deux équations 


d- Cr 

d x 


d 1 • Ec 
" dx x 


. d-n s 
= o, Br d - H 


d t • F c 
d x 1 


dont l’une fervira à déterminer 6c l’autre fera l’équation de condition* 
Partit I. K k k 
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En général , l’oit l’équation d’un ordre quelconque 

_ ft U f/ 1 U _ .. </ v *i l Y 

Ju -h B c tIx : -H &c c ^ fcc. 

-H { -f- B~ -H C" - 4 - 6tc. -|- Se. = T, qui renferme un nombre 

m de variables ; on aura, en nommant «■ d x le fadeur, ce nombre m — i 

. , d-Be d--Ce d • B' e 

d équations ^ J7~ H jjï kc.=o, A e — ~ n H 

d 1 ■ C' e , e/ ! • B' e d' - C e , „ 

kc. = o, A C — — — 4- — Stc. = O , Se. 

Une de ces équations fcrvira À exterminer e ; les autres feront les équations de 
condition qui devront néceûaircrnent avoir lieu pour que la propoiée ait une 
intégrale de l’ordre immédiatement inférieur. 

(183). Etant donné entre les variables .v les deux équations linéaires 

du premier ordre 

Ay + B C + D (/ ^ = vY , A' y -+- B j -f- C j~ 4- D' 3 ^ = X'; 

on demande de trouver les valeurs complètes de y S de chacune en fondions 
de at & de confiantes. Apres avoir multiplié la première équation par r d x , 
la fécondé par e' d x , je les ajoute enfemble, ce qui donne 

(A r-i-A e)y dx - 4 - (/7»-+-5 e ){d x r-p- ( C e -+■ C ' t ) dy - 4 - {D r -+- D' e ) =• 

(X<r + X' r ')Jx. 

Je fuppofe que le premier membre de cette équation foit une différentielle 
exade , S que par conféquent il ait pour intégrale ( Ce -f- C t ) y - 4- 
( D e -4- De) 1 plus une fondion de x S de confiantes que je nomme S'. 
On trouvera d S’ = 

f . „ , rf(Cea-f'0 ^ , . y' n . n •! •fÇDe-+- D'r") \ , 

yAe- {- j* e J x J \dx-if- yÆc-f. B t — - { — J [d x f 

d’où Ton tire pour déterminer t S <r' les deux équations 

C d C \ f . d C \ , „ de -, de' 

A — — )'+\ A ~Tx)'— C :rx~ C 

/■ _ dD\ f d D' \ , „de de' 

( B ) ( 5 — !î!J'+\ b — 7 r) r - z, ù*“ D ~jZ 

A calife de <f.S'=3 0, on a S' = a , S l’équation 

(C) (Ce -4- Le) y -t— ( D e -4- D e ){— «+/(Ar+A”f ) d x. 

On tâchera de trouver une valeur particulière de ch cun des fadeurs e S e' ; cela 
fait , on dégagera dans l’équation C celle qu’on voudra des deux variables y S j , 
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y par exemple, 6c fubtlituant pour y Sc leurs valeurs dans l’une des deux 
équations propofées, on aura une équation linéaire du premier ordre entre a & ç. 
En intégrant cette équation, on ajoutera une confiante arbitraire , & on aura la 
valeur complète de ^ en tonclion de a & de confiantes. On mettra cette valeur 
dans ce qu’on a d’abord trouvé pour^-, pour avoir fa valeur complète en fonction 
de * & de confiantes , 6c le problème lira refolu. Je multiplie l’équation A par 
f d x ,ii l’équation B par p d x , je les ajoute enfemble , 6c je fuppofe enfuite 
que le premier membte de l’équation réfultante foit une différentielle exacte ce 
qui donne 

(D) {Cf+D ,'), + ( C, + D 

& pour déterminer p Sc p les deux équations 

(£) A p + B,' ■+■ C -+- D if D0 , 

r ‘ d x d x ’ 


( F ) ■••••• X'p -4- h' p O — “4- D il tr O. 

' d X d x 

Lorfqu on aura p 6c f ' , on aura bientôt <r St <r ; mais les équations E & F ne 
•"J 11 a . ulres que les deux propolées dans lefquelles ou auroit fait X = o 5c 
•' i = o; tout eA donc réduit à trouver , dans le cas de A=o St de A" — c> 
“ne valeur particulière de chacune des quantités y 6c Avec les deux équations 


E 6c F, on trouve p 


AD' — A' O 


b'D — BD 




b'ü- 


lïïÿ ’ "77 ‘ ^ fubftituant pour 


, % d> , 

? ^ dT * eurs v 4»leurs dans celle qu’on voudra de ces deux équations , il en 


vient une de cette forme ( A ) , -h ( B) if- ( C) = o. Il fuffira de 

trouver, au moyen de cette équation linéaire du fécond ordre, une valeur par- 
ticulière de p ; li on en trouve deux, on aura, en nommant pi 6c p î c« deux 
Valeurs, p' i St p' i les deux valeurs de p' correlpondantes , les deux équations 

( Cp i -t- Df' t ) , -h ( C' p i-4- Dp' i ) — f, 

(C p i D p' i)«--H(C y pi-4-jD'p' a ) t = a' ; 
d’oh l’on tire , en mettant p ( pour 

(t'f lArD p'l ) (Cp* -»-Z>p' l) ( Cp t -4-/?p'l ) (C' p 1 + D'p'z), 

_ — d ( f * t “4— è?' p 1 1 ) — L 1 ( C 1 p 2 — p- D' f 

- , 

f, 

j * ( C r 1 H- D f x ) — a' ( /5 p t -f- fli’i) 

t, 

Donc (î l’on fait dans les expreiïions de «• Sc t fucceffivement l’une des conf- 
luâtes arbitraires égale à zéro , Sc l’autre égale à l , on aura deux valeurs par- 
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ticulières de c , favoir c I = — — — - , <r 1 = ‘ ■— * & deux de 

e (avoir c i = J x — £l±^i_\ On mettra ces valeurs 

h '> 

fuccellivement dans l’équation C , & on aura les deux équations) 

(Ce i -*-CVl)jy-t- fOei ^Z>Vl)î+«=r/(X<rI-l-AV l)rfar — ni, 
(Cf 1 i.V'i),y + (/)iri D'(f'i){+4=/{Ari+AV a) </x=_nxi 
d’où il fera facile de tirer les valeurs complètes de y 6c { que voici, 

*• 

Crt -*~ CVl (ni — *)» 

^ f ' <F t 

on a fait , pour abréger 

(Zèe I -t-DVl) (Cfî + Cf l) — (Dr H-^’C l) (Ce I -f C V = 
(îSq). Soit propofée de réfoudre les deux équations 
<>-*- A c -t-(*-t-/x) (?£*■+■/ J*) = A '’ 

On aura P -H + lx ) * 75 ; & P° Ur d ' ter - 

miner p l’équation (A' i Ai') p *+* [A'" — A » ■+■ // — i f + (lf— m g'f ) • f] 

(A-t-/x) 11 +•(5/’ — g'/) è = °- ° n fatisfera * cette 

équation en feUant p=(A-Mx) % A étant donné par l’équation du fécond degré 
Vi_*r + (A' { -*;' + if -i'/)/P+(}/~ //) f* = o ; 
5c p' fera de cette forme («-+-«' lx ) ( A -♦- /•*)’. Si les deux valeurs de A font 
inégales 5c repréfentées par x I , X x J on aura 

p i = (j('+i.«)' , ,pi = ( A -H /x ) x * > p' i = ( e -t- f/n)(t+ fx) ‘ 
p' i — (e- 4 -«'/Ai)(A-+-/x) x *; 

£c faifant pour abréger g-s-/e =« > g *t ~ f * == c \f 5 fg == -^i on aura 

— • '*= iSfissj <*-"> — ■ 

Donc 
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><*+"> J: "~ 

4 tt/ 




A' <' / (a 1 — A») 

m= + Xix + 

* «W ( Al— Al) V 

c-H/VIa» /(* + /*)— »«~'jrAe; 

A' «'/(ai— ai) 7 ' ' 

& faifan; pour abréger i//' • ( f «' ■+■ g' c ) — * ( ?/ ■+■ //) • (/«' -+-/' 0 = (X) , 

= («), = (*) , = (g) , »//*=( O , 

;1 vient [(g) 4-( O /x »] (* -+-/*)*■ (ni — *) — ^' [ (jr) -+-(<) / X i J 

(* + /*)'» (ni — 4) ) {=i'[(>) + (i)/*i](i+/^‘‘(ni-«)- 

X' [ (<) -+• (A ) /a i ] ( k. -»• /* )*• ( n x — b ). 

Ce cas ne foufTrira de difficulté que lorfque les deux racines feront imagimaires. 
Mais l’on fait qu’alors les deux valeurs A i 6c A 1 de A pourront être repréfcn- 

tées, l’une par a' -+- a" v' — i , l’autre par a' a" y/ — — i , a' & a" étant 

des quantités réelles ; U fi l’on fait 

-ZV71I'T=7 = “r + *« V - • , Hv/aW ~ = * 4 “« V' — 1 » 

(i) + ( 4 )/AI=« i+ ty- »,(?)-*-(«) / * » = ?, + *, V — I» ",»"»> *,*<„» &c * 
étant des quantités réelles , on aura 

a*V/A"V-« ' ^ ~ 1 ’ i*'d/A*V-ï ' « * 

(')•<-(*) — *„ V — », (?)+•(«) 1 = s, — ?» v' — »» 

Ainfi dans le cas que nous examinons 

n . = p- iX-ri /(*+/*)- »'-» + »V-i Jï ^ + 


r, -4- s, V — I 

V — * 


/(*+'*) 


— a' I A s V — * 


JtV*, 


n 1 = “■ -^yvpi /(X - 4 - / *) ~ >1 ' ~ » — « x<fx-f- 
r - JTéx; 

y — i ' v 

8t on ay =. X:' ( g : -t- g, ( v/ l ) ( X -H / r ) A A ^ 1 (ni — é ) — ■ 

— — i) (X-+-/*) A “ A y/ — ' (m — — «,y— *) 

(X-f-/x) V “ A * , ( y_, (n l—é). 

Partit I. L 1 1 


/ 
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On doit fe rappeller que 

( k -+- / x * v 1 — cos. [a" log. (Z ■+•/*)] y' — 1 I x ' l°g- + /*’)] » 
faifant donc ces fubftitutions, il vient, après avoir fait pour abréger 
cos. [a” log. (k -f- / — m , fin. [a" log. 'k-*- l.\) (k -hl a) — 1 = p } 

y — * *' (k-k-tx)* [a - ( Fu n — £,/«) — b - {g„m-t-g l n)'} — [ C a ,F,-l- 

a „ S„ ) • » ■+■ ( a „ g, «, S„ ) ■ n\fnpXdx -+■ [ ( a, g„ t„g, •"»•+■ 

( ", g, -+■ *„8„ ) • n \fmpXdx — [ ( «, g, -t- c„g„) .m- 1- ( t„g, — c,g„h "] 
fnpX’dx -t- [ ( C'g H — c„gr, ) . m+ ,c;, -t- c„g„ ) • « ] fmpX'dx, 

l = l k' (A -\r l x) K ' [.j . (q m — t n ») ■+■ b (e ( n ■+- t u m ) i- ['a, e,-t- «t„ e (1 ) . m -+» 

(<*„«, a ,0 ■ n ]f n P Xdx «,«„)• m '..*«) •"] 

//n/» -YZ x ■+■ [ ( e, q -+- <„ <„ ) . m -f- ( c )( q qq_ ).n~]fnpX'dx 

[ ( c „ e , «,«„)• ro ( « «, -+- «, ) • « ] fmpX'dx ]. 

Lorfqu’on n’a qu’une feule valeur de A , foit p (/.-+-/ ar)*, p' — (<+ e' / a) 
(X: -4- /* ) * ; & l’équation Z) devient 

( C -h fc l A ir -)- ( c' -+- f cl A ).r f = A' ( A' -q_ / X ) — A — * j * 
ou , faifant la confiante arbitraire b' égale à zéro, car il ne faut qu’une valeur 

particulière de <r, St une de r , — r e= = c" pour abréger. Je mets 

9 • (’ - 4 “ f t‘ l h 

dans l’une des équations j4 ou B , dans l’équation B , pour <r fa valeur c" «■', &c 
je la change par-là en celle-ci 

[(A— //).<" -q- (*+/*) ^ = 0; 
d’où l’on tire , en faifant pour abréger 

= *\ «■' == (*•+■/*)*'&»=<" (* + /*)*'. 

Subflituant pour <t 5c e' leurs valeurs dans l’équation r 1 , on a 

(F*”' 4 "# J •+• i — (kt-lx)— l '—< -»■/*)« (e"^-+-A')</ar] = n. 

Donc = ~gpf~jT & fubflituant pourj St leurs valeurs dans 

la fécondé des deux équations propofées , il vient [A'. (gc"-t-g) — 

+ = i'n -*'(*-»-/*) 

qui , étant mife fous la forme que voici d ï-\ — - - t — — n' Z.r, donne 

* v k t tx 

tf 1 

î-=fX-q-fx) ‘ [i+f(k-k-lx) ' tl' </*]. 

Si l’on vouloir le cas où k =z i St / =: o , on feroit A l égal à une 
quantité px qui feroit donnée par l’équation du feco .d rlsg é 
h i — ki' -h (h'g — hg 4- ;/ — if)^ -h (g/' — g'/j ^* = 0; 
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t ^ 1 & p 1 les deux valeurs de fj. lorsqu'elles font réelles 8 c inégales , 
1 & y! f 1 yt i ces deux valeurs lorfqu’elles font ima- 
ginaires , on aurait /ai = f*. 1 , / A 1 = M 1 > f *■' t* » t* = — M • 

De plus lorfque A=i&c/.= o,ona ln S- ( K = * 8 £ 


8c nommant 


(K /x)' = ( X -i- /x) 1 = e“ ; donc , Sic. 

(185). Maintenant foient entre les variables £ » Jf , * » « , les trois 
linéaires du premier ordre 


d u 
d x," 


i_y 

d x 


r- F ii= X > 


Au-\-By-\-C[-\-D 

j> . d' /-■#_. r>‘ d u 1 r' . r< x' 

J « + ij+f Î +- 0 7 Û + E dx + F dx — X ’ 


d U 




a'u^-b y-bc \+iy —+e <Jx -r-‘ dx - 

Après avoir multiplié la première pare dx, la fécondé par 9 d x, la troifiéme par 
c ’dx , je les ajoute toutes les trois enfemble, 8c je fuppofe que le premier membre 
de l'équation réfultante ( A 9 -+- A V A «•* ) udx -4- (B 9 -+- B' 9 -4- B' r 1 ) 
y d x + (Ce — f— C' v —1— 6 * r v ) [d x -f- (De —H D 9 q- D r ) d u — f- 
(£r + B 9 — f- £ r') éj’q- (£r -4- F 9 -4“ F' 9 ) d ^ = (A. r*4-A 9 —4- A' 9 B ) d x , 
fuit une différentielle exaéle, ce qui donne 


(A). 


(De -f- D 9 -4- Jy 9 ’ ) u ■+• (De -f- E' 9 -+- E " 9 " ) jr «f— 


(fr+ Ed-t-F* ,') { +e=/(j:, + A r ’+ X" 9" ) d x ; 

£c pour déterminer e , r' &C e" les trois équations 

<B) (x- 4 f),+ (^-£), + (a._l£) 

»o t 


~ d r d r' df* 

— -7 — — Z) -7— — Z) , - 

a j d x - d x 


(C> (*-£).+ (*-S)c+(*— &)•■ 


</ ^ d ff‘ d <r* 

— E — E' —E" =0 , 

d x d x dx 1 


(D). 




— f y- — f 1 

d x 


d 9' d 9" 

F , - = O. 

r/x </x 


Lorlqu’on aura trouvé une valeur particulière de chacun des faéleurs 9, 9 8e 
r" , on dégagera dans l’équation A celle qu’on voudra des trois variables u , y 8c 

ï » « par exemple j 6c fubftituant pour u &■ dx leurs valeurs dans deux des trois 


1 
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équations propofées , on aura deux équations linéaires du premier ordre entre 
j, v 5t x ; c’eft-à-dire , <|uc de cette manière on ramènera le problème au [précé- 
dent. Si on trouvoit trois valeurs particulières de chacun de ces facteurs, il feroit 
bien plus court de former, au moyen de l’équation A, trois équations qui ren- 
fermeroient chacune une confiante arbitraire, &c avec lefquelles il feroit facile 
de trouver les valeurs complètes de u , y St 

Je multiplie l’équation B par p dx, l’équation C par pdx, l’équation D 
par p '«/je; St les ayant ajoutées enfemble , je fuppofe que le premier membre 
de l’équation réfultante foit une différentielle exafte, ce qui donne d’abord 

(E) (Z?p-V-£p'-4-/'p')j' + (.£?f-+-£f'-h/ : ' p -\-{D p -t- £' p -f* 

F< p ) e* = b' i 

Il pour déterminer p , p’ & p" les trois équations 

( F ) A t + S f C t ^ D 77 E dlr F ~dlr ~ ° • 


( G ) A ’t + B f' ■+■ c t D ' li E ji *+" f '~J7 ~ 0 * 

(H) -A p +£ p’-f- C ■+■ E " T^-t- F " ~31— °* 

Lorfqu’on aura p , p' S: p", on aura bientôt les valeurs complètes de <r, t & «•" ; 
Ôc failant dans chacune fuccdTivement deux descendantes arbitraires égales à zéro, 
& la troifième égale à I, on aura trois valeurs particulières de e , tiois de t , trois, 
sic r " , & le problème fera réfol u. Mais les équations F , G &c H ne font autres 
que les propoféel dans lefquelles on auroit fait X = o , A" = o , X" = o; tout 
eft donc réduit à trouver dans le cas de A' = o, X' = o, X" = o , une 
valeur particulière de chacune des quantités u , y fk j. 

Deux quelconques des trois équations F, G St H lèrviront à trouver p", St on aura 

P" = l>] P + [*]/-+- [ C) £ + [ D ] 

dp’ 

ayant éliminé p" St , ces trois équations en donnerorj deux autres qui feront 
de cette forme 

(^)p+(«)f+(Of;+(5)g + (i)è + ( F )77 = o, 

Je les nomme I St i , Sc j’ai cinq équations F, G , H, i & i , avec lefquelles je 
trouverai = [ A ] p -+- [ B‘ ] ^ -f- [ C‘ ] ^r- En éliminant p, ~~ St 
dans les équatioirs i St i , il en vient une qui pourra être reprélêntée par 

( 3 ) V) f -+- C V ) f' + C c " )di + ) Ü + C E " ) -+- 


( f " ) 7ÏT ) dP~°‘ 


Digitized by Google 



•* J 


ET DU CALCUL I N T É C 8. A L.' llÿ 
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Avec lesfix équations F, G , H , 1,1,3, j’éliminerai p", , p' , — , 


'£Y 

» 


& j’aurai , pour dérerminer p , une équation linéaire du troifième ordre, à laquelle 
il fuffira de fatisfaire. v 

On fuivroit le même procédé fi on avoiti réfondre un nombre m d'équation* 
linéaires du premier ordre entre un nombre m •+• 1 de variables u , y , ç , &c. 
& x; & fi on pouvoir trouver m valeurs particulière* de chacune des variable* 
u, y y { , &c. dans le cas de X— o, X' = o , &c. ou‘, ce qui revient au 
même, m valeurs particulières de p , qui fatisfHTent à l’équation linéaire de 
l’ordre m entre x & ce fadeur, le problème n’auroit plus d’autre difficulté 
que celle d’éliminer un nombre m d’inconnues, avec un même nombre d’équations 
du premier degré. 

( 186 ). Entre les variables {, y , x , j’imagine deux équations linéaires du 
fécond ordre 




■f y -+- b\ -i- 


c '‘Â+ Iy Ü- 


~ dx' 
d % v 
d x 


£i—x 

dx' . » 


+ F 'rp 


X'. 


Pour réfoudre ces équations , je fais ^ = p , = q ; & j’ai entre le* cinq 

variables p, q , x , y , { , quatre équations linéaires du premier ordre 

A y B 1 C p D E ~ x -i- F = X, 

A'y-hB'i-hC'p + iyf+rg+r £ = x', 

J y _ . 


p — 


J X 


= 0, 


d x 


= 0. 


Je multiplie la première par r d x , la fécondé par *■' d x , la troifième par r" J x , 
la quatrième par r" d x ; ht les ayant ajoutéesenfemblfc , il me vient 
(At-*-Â t)y d x-\-(Bi -i-B' a x-y{Cs 4- C'a - 1- r" ) x -+- (D r ■+• D'r -+- r") 

<j dx - 1- (£ r-f-E’d) dp-t- (Fr + fV ) dq — e Vy r "'d{=a (XeA-X' r) dx. 

Si on fuppofe que l’équation précédente foit intégrable , on a 

(A) ( £ «r -+- £' »' ) p ( /V -r F' d) q — d'y— d'\+a =f(X ,+X'd)dx; 

& pour déterminer les quatre fadeurs , ces quatre équations 


(B).... 

A . A . 

II 

O 

n 

J JM 

• •• B f -h B' j -f- = 0 , 

... Ar + A * -\r dx 

(D)... 

••r* -£]•■+ 

[c-%] 

' _i_ " v dr r‘ i<r ' 

■ a + r _ 0f 

(£)••• 


[*-£] 

'_a_ ,n F d * F* d * A . 

- F dx — F 

Partie I. 
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(j pi d ff > ‘ > 

d’où l’on tire , en éliminant *■", /" y ■ d — , les deux équations du fécond ordre } 


w 

(«-*»)£-(*-*£)£■*• 

/ „ dD , d' F ^ ' il D' t <i* F' \ , 

( G ) — '77 -l "77 1 j - TrT"*" •77 r j' ^ 

C 25 — 1 77j77'— C D ' _1 "77)'77“ t ~^77 i ' + ' F 77* “= 0 ' 

J’aurois pu tout d’un coup multiplier la première des deux équations propofées par 
rdx, & la fécondé par / dx, ce qui m’auroit donné 

\ A r-h A' e ')ydx-t-(Br-)- B 1 r ) 7 1/ a r -t- ( Cf + C'f 1 ) /jy + (Dr -f- 

JD'/) 7 Î: +- (£r-*-£'r + (F,+ F',’) =(Xr+X' S) dx: 

Si le premier membre doit être une différentielle exafte , il a pour intégrale 
( E , + £V ) + ( F r + F’ j il s 1 , s' étant égal i 

Xc'.l.c: - ilü+££ ) r+ ^ D . + D :-‘Sl^) u 

plus à une fonélion de * feul & de confiantes que je nomme R‘. On trouve 

rr ( , . - d(Cr + CV) /(ir + £',^ , 

dR — {A «T — f— A r H J-j. ) y d X - 1- 


0‘ 


S'/ 


d ( Dr-t-PV) d' (f, + f , ,'l 


) 


çrfjr, 


d x </ x r ~ 

exprefEon qui feroit abfurde , fi le co-efficient de y d x n’étoit égal à zéro auflî 
tien que celui de j d x. Cela donne les- deux équations F & G ; Si , à caufe de 
R = confiante , 

<H) (£r + rO^ + (fr + /7')^+(Cr + rr'-. 

t 77 r ~ )y-^\ D V-+--0 ^ J {-+-*=/(-*< r+A <r)/Af. 

On verra aifément que /f efl identiquement la même équation que .r/y car B 
& 6’ donnent 


d .• 

=a — A c — r = 


. <f* (£.-+- £V) 

d X 

d x 

"t* «far* » 

dd" 

m * , • 

*= — R rr /?'-■' . 

d ( D r -+- TŸ r ) 

-/•(Fr-t-FV) 

d ic 

**“ ai r "■ jj c 2 =; ■ 

»*' « 

"+■ rf7T“ » 
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»3' 


d’où l’on tire 

-," = £V+CV- , — r" = Dr-i-D’e — 


dx 


Lorfqu’on aur» trouvé deux valeurs de <r & de t , on aura, au moyen de l’équa- 
tion H , deux équations qui renfermeront chacune une confiante arbitraire ; ces 

deux équations ferviront à trouver^ , 8c par conséquent S fubfiituant ces 

valeurs dans une des deux équations propofées , on aura une équation linéaire du 
fécond ordre entre x ôc { ; cette équation- étant intégrée complètement , on aura 
la valeur de f qui renfermera les quatre confiantes arbitraires que le problème 
exige ; il ne s’agira plus que de fubftituer cette valeur dans ce qu’on a d’abord 
trouvé pour^y. Si on trouvoit quatre valeurs de chacune des quantités r 8c t , on 
formeroit, au moyen de l'équation H, quatre équations qui renfermeroient cha- 
cune une' confiante arbitraire , 8c avec lefquelles il feroit facile de trouver les 
valeurs complètes de y 8c ç. 

Je multiplie les deux équations F & G , l’une par fdx, l’autre par f dx ; 8c 
par un procédé analogue au précédent , je trouve d’abord l’équation 

£',4-/7; 77- C[ C ~^]'P + 


[»-4ï; 

■p- h£ 7i + F I7 

) ' — C[ c ' — tIJ • /■+■ 

["-*?] 


I <t = confiante ; 


oc cniuitc pour \ 

1 


(K). 


. 4 f-+- 




• D 


il 

dx 


r “ f . r “ > 

• £ TP- 


CM c Tx + D ' Vi E dT l •+■ F d X' ~ ( 


qui ne font autres que les deux propofées dans lefquelles on auroit fait X = o , 
& X’ = 0 . Si on trouve deux valeurs de chacun des faSeurs f 8c p', il fera bien 
facile de trouver enfuite les valeurs complètes de t 6c r / St faifant dans chacune 
fucceffivement trois des confiantes arbitraires égales à zéro , 8c la quatrième 
égale à 1 , on aura quatre valeurs de r , quatre de r , 8c le problème fera rélolu. 


Avec les équations K St L j’élimine 
réntiée cft de cette forme 


dx 1 * 


8c j’ai une équation qui étant diffé- 


<*> (^), + (fl) P '-+-(C) ^ -H (Z>) ^4- (£);&-+- 


<'r£É + <«>fi î = o. 


) 
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Ces équations K , L , 1 ferviront à trouver 

Cela fait , avec une des équations K & L & l’équation 1 , j’éliminerai —' r , 6c 
j’aurai une équation qui étant différentiée, fera de cette forme 

(*) Wf + (*') t + (O £ (/y) + (£') fy+(r) 

il ne relie plus qu’à éliminer P ' , J- avec les quatre équations K, L, t 

& l , 6c il viendra pour déterminer P une équation linéaire du quatrième ordre 
entre * 6c ce fafteur. 

(187). Soit propofé de réfoudre les deux équations linéaires du troilîème ordre 

^+*t+<^+»H+ £ £î- ^£î+«2i +»&=*. 

/,+r l+ r't +I( 'i + 4: + r'î +l? g + ^=r. 

En ’faifant ^ 2 ! = p , = q , «= p' d JL = ÿ' ; on aura entre les fept va- 

dx d x dx d x 

riables , p , P , 4 , x , y, ^ fîx équations linéaires du premier ordre qu’on ré- 

soudra comme nous avons enfeigné à le faire. Mais plus fimp’cment on multi- 
pliera la première des deux propofées par rdx , 6c l’autre par * dx , on t les 
ajoutera cnfemble , 6c on aura «ne certaine équation dont on fuppofera le 
premier membre une différentielle exaflc , ce qui donnera 

(A) (<?,-t-CV) ÇJL+ (Hr+ H,) (E r +E' t '— 4{ - G ‘fp3 ') 

pL 4- (?*-*• JY— rf(g>-*-gy)\ iL+(Cf + CV — 'V'+Æ Û -a. 

d x \ d x / d 3 r V 


dx 


d ' ( G 


zÿLiiy _ (r, +w - -h 


l + '')dx; 

6c pour déterminer a- 6c *■' les deux équations 

(B) ( 






d_E 

dx' 


d'E 

JP ~ 

<PG\ 

~ dx'J 

*+■ 

<. dx ^ dx' 

<P G’ 
dx' 

d' G \ 

àr 


JE’ , 

— 1 — — 4— 

d' G’ 

* 


dx 4 J 

dx 

L 



</* 1 

( X '- 

JG‘\ 

'—X ) 

r* 

X 1 " 

— G Us — G' — 

dx* dx\ 

= 0, 


(C) 
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Lori'qu’on aura trouvé trois valeurs de t 6c trois de t , on aura au moyen de 
l’équation A trois équations qui renfermeront chacune une confiante arbitraire ÿ 


ces équations ferviront à trouver y, ‘-L , 6c par eonféquent ^-^yfubftituant 

ces valeurs dans une des deux équations propofées , on aura une équation linéaire 
du troilième ordre entre x 6c { ; cette équation étant intégrée complètement , 
la valeur de { renfermera les fix confiantes arbitraires que le problêinr exige , 2t 
il ne s’agira plus que de fubftituer cette valeur dans ce qu’on a d’abord trouvé 
pourjr. Si 011 trouvoit fix valeurs de chacun des fa&eurs t 6c «■', on formeroit, 
au moyen de l'équation A , fix équations qui renfermeroient chacune une conf- 
iante arbitraire , 6c avec Icfquelles il feroit plus facile encore de trouver les 
valeurs complètes de y 6c Je multiplie les deux équations B 6c C , l’une par 
fdx, l’autre par p dx ; 6c je trouve pour déterminer f 6c f les deux équations 


< D > J > + *<+ c Ti + m r. + £ 7i-*-- r U-*‘ e 7b 

+ 'ü — 

( E) A't J3Y-h C d ± -f- ry ^ -f- E €j ’ 4 - F -4- G' *1l 

V ; dx^ dx^ dx'^ TP ^ dx» 

s 

10 , 


h i II 

dx> 


qui ne font autres que les deux propofées dans lefquelles on auroit fait X =sO 
6c X' = o. Je trouve enfuite l’équation 


(F) 

’ + c t-.*[ f -' E] ■/+'%) r. - ( E ] • 

- - «■ fc - ['- * EJ ■ < + ■ » %) ÎM [*-".-£] ■ 

i d - s sn • - - p-ej • 

( I e - £+ & ] ' + [ '-E] 

‘A + e&*[ — E - î£] ■ t* l F ~ vtJ ' g -F- 


H' ~ p , ^ r = confiante. 

Partie I, N n n 
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Lorfqu’on aura trois valeurs de chacun des fadeurs p Si p', il fera facile de 
trouver les valeurs complètes de «■&«■';& faifant dans chacune fucceffivement 
cinq des confiantes arbitraires égales à zéro , Si la lîxieme égale à i , on aura fix 
valeurs de r, fix de »■', St le problème fera réfolu. On le iéduira encore à trouver 
trois valeurs de p qui fatisfaiïent à une équation linéaire du fixiènic ordre entre 
p Sc rr. 

(288). Si on avoit à réfoudre un nombre quelconque d’équations linéaires 
la première de l’ordre m , la féconde de l’ordre m\ Sic. entre un nombre de 
variables x , y, { , Sic. plus grand d’une unité*; on pourrait, en faifant 

“L? = p il l=m a , iX — r, Scc. St ainfi des autres variables r, Stc. réduire 
dx dx' dx *■ 

le problème à n’avoir à réfoudre qu’un nombre m-\~m -f- Sic. = n d’équations 
linéaires du premier ordre. Mais il fera plus court d’opérer fur ces équations fans 
autre préparation que de les multiplier chacune par un facteur convenable. Des deux 
maniè r es on parviendra à un rélultat tel, que le problème n’aura d’autre difficulté 
que celle d’éliminer un nombre n d’inconnues, avec un même nombre d’équations 
du premier degré, fi on peut trouver n valeurs de chacune des variables y, Stc. 
dans le cas oit le terme de chacune des équations propofées , qui ne renferme 
pas ces variables , ferait égal à zéro. Ce théorème efl comme celui de l’article 
précédent de Lagrange ; j’ajouterai que le^probléme fe réduirait encore à l’éli- 
mination des mêmes inconnues , fi on pouvoit trouver n valeurs d’un des fac- 
teurs qui fatisfiflent à l’équation linéaire de l’ordre n, entre la variab'e x Si ce 
fadeur, à laquelle on peut toujours parvenir pgp de fimples éliminations. Lorfque 
les équations propofées feront de cette forme 

A ( /a:) ^ -+- &Tc. -4- Sic. -f- Sic. =seif, 

l’équation de l’ordre n entre x, & l’un des fadeurs que je nomme p pourra 
être repréfentée par 

CO p -1- ( A) (* -+-/*) d ± -4- (g) (h -w* )‘ -4- &c. = o , 

( i ) , ( A >, (g), Sic. étant toujours des quantités confiantes. Mais nous favons 
q-’on peut généralement intégrer cette équation ; ainfi nous trouverons p avec n 
confiantes aibitraires, St faifant fucceffivement tomes ces confiantes , moins une , 
égales à zéro. Si celle-ci égale à 1 , nous aurons a valeurs paiticulières de p, 
8c le problème fera réfolu. 

( 189). Dès 1747, Dalembert , dans fon excellent Traité de la cai/e des 
vents , avoit indiqué la mé.hode que voici pour intégrer les équations linéaires. 

• f/ y - y fl y 

Soit l’équation du fécond ordre A y -4- B ~ -+. C '-y~i = X; on fera =J> > 

Si on aura les deux équations du premier ordre 
f - Ay + Dp + C^ =X. 


. 

\ 
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Ayant multiplie la première par r , on l’ajoutera à l’autre , ce qui donnera 

■+■ (B + r) p ■+■ C — s- jjr~ = X. On fera C p — r y = * , & 
l’équation précédente deviendra 

("*■*■ 7 i )>-+*( 5 -•77 + r )f’-+-7^= ,A '» 

à laquelle on tâchera de donner cette forme nt+^=r?ï,n étant une fonc- 
tion de x 6t de confiantes. Or , comme ns = nC/ — n ry, il faudra que 

. dr dC 

"t* == — ne, S — r = C n. On tire de la fécondé 


71 — 


dC 


n — 1 h — — . 8 ,- 4 “ —ç ; & fubflituant cette valeur dans la pre- 

mière , on a pour déterminer r , l’équation 

. _ _ _ </r d C 

^C+S f + r>+ — - » J-J = 0, 

qui devient , en faifant ~ = C, -f -5 tf-|- CC* -f- C ~ ms o. 

La difficulté eft , comme nous l’avons remarqué n*. 176, de pouvoir fatisfaire 1 
l’équation précédente ; mais C trouvé , on a r = C C , n = B t -H C , 

^ = 6c à caufe de 

- ry = * » — Cjr = -f , 6tc. 

Soient >==/, 8 = A, C=g, c es co-efficiens étant conflans ; on prendra 
r égal à une confiante / qui fera donnée par l’équation du fécond degré 

‘ g-\- A/-t- f* — o, qui étant réfolu , donnera / «at ~ — i g J. 

Cela pofé , fi l’on nomme / 1 S>c fl les deux valeurs de /, s 1 6c s 1 les 
deux valeurs de s correfpondantcs , on aura 


*+/• 


= c t 


1 1 = t 






-/» 


/« 


XJx) 9 s id^e 6 ( b -f- 

AV* ); 6t , i caufe de f — /ijy = ji,j^ — fiy ' 


t 1 2 4 


J 1 — — 5 x 

on aura jy = Lorfque les deux valeurs de f feront égales, on fuppo- 

fera pour un inftant qu’elles different d’une quantité infiniment petite p , ce qui 
donnera/i = — -7--,,/! = f + f»/* — /* as l M ÔC 
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h x f x LS — LA — > * 

Si-T 7 * (**'* +e * fc** c «Xdx),sx**c 1 ^ bt * * + * 
f » ** f» ! I* 

e « /, e s Xdx). Mais e _ s = i -±- , en négligeant les quan- 

tités infiniment petites du fécond ordre; donc 

A * fc » h * 

x — fe *8 Xxdx+ — f c ** Xdx); 

on a mis a pour ~j~ , b pour ‘-jy-, ce qui eft bien permis, puifque a & b 

font arbitraires , &c on a négligé , comme on le dcvoit , le terme multiplié par f. 
Cette manière très-limple de réfoudre le problème , lorfque l’équation qui 
renferme / a des racines égales , a été donnée par Dalembert dans les Mémoires 
de Berlin de 1748 , où il a développé les méthodes dont il eft queftion dans cet 
article. 

(190). Étant données , entre les variables î, y, x , les deux équations 
linéaires du fécond ordre 


4 y -t-B i + C 77 -f- 

1, J y 


As 

</•*' 

v As 


d'y 


j, . „■ . r' Al -L- n AS. r d y , r’ a j _ x' • 

A yb B ^bC tï + d Tï + E Y* r F d ** = A » 


d x 
d'y 


7 -+-/ 


d't 

TÏ C 

d' 1 




on fera y * = p , 7^ = q , & on aura les quatre équations du premier ordre 

dy 

P — ~dx ===0 » ? ~dü = O » 

J y + B i_b C p b D q b E ~ -b F — =» -Y 

11 faudra multiplier la première par r , la fécondé par r , la troifième par r" , 
& enfuite les ajouter cnfemble , ce] qui donnera ( A r" -f- A‘ ) y -p- [B t" -b 

ff)l-^-{r-bCr"-bC')p-b^t-\-Dr"-bJy)q r — r ^ -+- 

( £ f r ) 7ï = X D’- 
Soit ( A ) — » r { -4- ( E r" ■+> E P b ( F r -b F ) q 1 = S i 

on change par-là l’équation précédente en celle-ci ; 

Ç ji T " -y- A' -b ~ b Çb r" b B‘ b jJ ) {~h Çr b C *" b C' — 

</(£r''+fh / . „„ dlfd'bF') \ . d, v „ . v , 

* i - rf 7 — — 77 — Ji+rx^X ' +A * 

qu’on 


'1 
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qu'on fera en forte de rendre identiquement la meme que 

(B) nt+~=A’/ -f. A". 

ix 

Or comme ru = — n r y — nf [ - 4 - ( E S' - 4 - E 1 ) np - 4 - ( Fr' -f- F ) n q , 

il faudra faire 

AS A'-+. lL= — n «■, BS _i_ B’ .+. ÙL =-n /, 

d x 1 d x 

,-hCS + C ' — = (£/_{_£') n, 

r’+Br" + ^ ? + r ï = (F /' +. r ) ri ; 

d x x 

& ces quatre équations ferviront à déterminer n , »■,«■'& r". Si on trouve quatre 
valeurs de chacune de ces quantités, on aura, au moyen de l’équation B qu’on 
intégrera complètement, quatre valeurs de s qui renfermeront chacune une conf- 
iante arbitraire ; &c lubflituant fucceflivement les quatre valeurs de chacune des 
quantités «■ , S , r" & s dans l’équation A, quatre équations qui ferviront à éli- 
miner/; & q , & à trouver les valeurs complètes de y & { , Sic. 

Si je m’étois contenté de multiplier la première des Jeux équations du fécond 
ordre propofées par r , Si de l’ajouter à la fécondé , j’aurois trouvé 

(Ar+A')y + (B'+B')f+-(C r +-C')ÿL+(Dr+iy) d JL 

-+- (£,-+-£') €-* -t- (Fe-f-/’) £4 = X' X. 

d x * d x 


Soit ( E r _j_ E’ ) y -4- ( Fr -4- F ) { = s ; d’oît l’on tire 

< r. H- £•) ÿ' +<r , +r, il _ ^_'J£i±£), - 


F- -+-£') dj _ d'(. 


■e 1 ) .. j* (£>•*■ n . 

f J ^ 


Je change par ces fubflitutions l’équation précédente en celle-ci 

( + a- - > + (*• 


(C' + c->ii£^yi+(D.+D-*ÜL^y£+ 


S s 

TP 


= A» -4- A" ; 


& faifant en forte qu’elle foit identiquement la même que 

n s Il ' -4— -4* ^ ■ == X r -H A’ . 

a* d*' 

Partit I. 0 o o 
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il me vient , pour déterminer ri , n' 6 c r quatre équation! 

Ar-+-A’ — d ' =(£,+£') ri -+- d J£ r J±.Z l>rf, 

d X v À ' 


B? -f- B' — d% =(£,+ £') n + 


J{Fr-r) 


[ü'» 


Cd-C — a ' ( =n(£,-t-£'), 

=n'(F,-+-r); 


je trouve donc une équation de condition , c’cfl -à -dire , que de cette manière 
le problème ne peut être réfolu que dans quelques cas particuliers. Suppofons 
que les co-efficiens A , B, Scc. foient des quantités coudantes, le problème fe 
réfoudra de la première manière, en faitant r, s 6t r confiantes, 6c ces quan- 
tités feront déterminées par les équations 

AS-*- A' BA-t-B' . + £.'+ C + 

«r r' EA+E' F A-*- F 

On aura à réfoudre une équation du quatrième degré , dont les quatre racines 
donneront les quatre valeurs de chacune des quantités n , r , r 6c r '. Au lieu 
que de l'autre manière on n’a qu’une feule inconnue r St les deux équations 

(Ar A) {Fr -H F) r=(Br -+- B' ) (Er' _f_ JE'), 

(Cr-hC) (/VH-£) = (Dr-^D) ( Er 4- £' j. 

Le problème n’efl donc foluble de cette manière que dans quelques cas particu- 
liers; par exemple , lorfque A , A', B , B' font en même temps nuis; lorfque 
C , C , D , D' font en même temps nuis ; lorfcju’on a en même temps 
C, A' =zC , 1 ) = D , B' = D. 

Il relie toujours ce problème à réfoudre, trouver n valeurs de y qui fatis- 
fa fient à l’cquation 

A y -+- B -f- U — o. 

d x d x 

Or , fi par la réparation des indéterminées , ou en la multipliant par quelqu’autre 
faéteur qu’une fonâion de ar feulement , on parvenoit à intégrer complètement 
cette équation ; on auroit , en faifant fucceflivement dans l’intégrale trouvée 
-♦outcs les confiantes atbitraires moins une égales à zéro, les n valeurs defirées. 
Mais ces recherches ne peuvent point trouver place dans un chapitre où nous 
■ nlavons en vue que de développer les règles fondamentales du calcul intégral , 
en les appliquant à des exemples choifis. Nous ajouterons feulement qu’on doit 
voir , par ce qui précède, qu’il y a deux méthodes bien diflinèles, d’intégrer les 
équations différentielles; l'une co.. fille à féparer les variables dans ces équations; 
l’autre à trouver des facteurs propres à les rendre intégrables. Nous traiterons 
de chacune de ces méthodes dans un chapitre particulier. 

( 19* J • Ai dy étant un ternie de la différentielle exaûe d’une fonction quel- 
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conque f dey , ar, tic.', fi nous défignons par fMdy ■ l'intégrale de re terme 
pr.le par rapport à y feulement , il eft clair que Af </y eft la différentielle de/Af 
en ne feifaut varier qu e y; mais’quelle eft la différentielle de cette formule intégrale 
en regardant toute autre quantité, * par exemple 1 , 1 comme variable ? Leibnitz 
» le premier réfolu ce problème dont on a dépuis fait de fi henreufes applicarions. 
Je fuppofe que la différentielle defMdÿJ en fùfarit varier x, foit ée*\e‘à KJx 
K étant une fonâion inconnue de y , *, 6cc. On trouvera que Mdy-+-Kdx 
font deux termes de la différentielle de f M d y , & que par ‘conféquetit 

— dK .. •' dM ' d K ri.ii 

dx j y •> “ ou 1 on t,re dx dy — ~jrr dy. Donc -j— J y eft la difféten- 

tielle de A en ne faifant varier que y; & K par conféquent ne peut être égal 

J ~dx P* us * une fonttio' 1 qui ne renferme point y. Mais tous lé* 

termes AefAldy devant néceffairement renfermer y , tous ceux de R. qui eft le 
co-eIh C1 «nt de dx dans la différentielle de cette formule, doivent auffi renfermée 

la même quantité; donc K eft égal df,~- d y , & d dy eft la dif- 
férentielle de fhldy , en ne failant varier que x. 

Une remarque importante , c’eft que fi la fonâioh * eft telle qu’elle doive être 
nulle dans l’hypothèle dey égal à une confiante <1; toutes les différences partielles 

de j, excepté M ou -jy, feront néceffairement nulles dans la' même hypothêfe: 
fi cette fonction eft telle qu’elle doive être nulle dans l’hypothèfe dey = a & 
,de x = b j toutes les différence* partielles de * , excepté le ^ , feront né- 
ceffairement nulles dans la même hypothêfe , & ainfi de fuite. Pour éclaircir cela 
par quelque* exemples, fi { =a-{-x-y- ^ ( fl s yi),y aa 

rend i & 77 = ( « — ■ ) chacunt égale à zéro ; mais il 

ne rend pas nulle = 1 -4 - y . ' 

v dy *. t 

S «i*= ^y y -\-Buxy Car» — A a' ~-Batu-. C b* , y sr a te x = b 

rendent { & 7 £ ( =# *y — B a b ) chacune égale à zéro ; mais ces fuppo- 

. filions ne rendent pas nulles -jj- = B uy + iCï, = 1 A y + B u x. 

II fuit de cette remarque que fi la formule intégrale fM.dy eft nulle dans I’hypo- 

thefe dey égal à une confiante a, cette autre formule intégrale f~ dy, qui eft 

""“i!'"’ * ■* értii .*» -* 
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(1^1 ). Dès 1710 , Nioplas Bernoulli fit ufage du. théorème de Leibnitz ,pour 
!. réfoudre le problème des trajeftojrcs ; voici en quoi ce problème confiée. On 
fuppofe une ir. fuite .de courbes telles que A Mm ( fig.LXU l] , toutes comprifes 
x fpgs 1^ rnèine équation de la tnanière, fuiyatite. Cette équation , outre les co-or- 
'données li P ( x) ,~PM (Jr), renferme un paramètre a, qui fera confiant pour 
chaque courbe, nfais qu’on fera varier . pour les avoir toutes fuccefiivement ; c’eft 
ainfi qu’en faifant varier < dans l’ équation y> = ax,on auroit toutes les paraboles 
décrites (ur le même axe , ôc ayant leur.fomnfet au .mînae point. Cela pôle, on 
demandera nature de la trajeftoire EMu, qui doit couper une infinité de courbes 
.toutes comprifes fous la même équation, en faifant ayec chacune un angle conf- 
iant [x Mm. Au point de <é£tiou M, la trajeQoire êt la coupée AM auront les 

ipcmes co-ordonnées jc & y; or fi nous défignons par yy la tangente de l’angle 

que U trajectoire fait à ce point avec la ligne des abfcifies , il faudra employer 
une autre caractérifiique pour défigner la tangente de l’angle que la coupée fait 
au" même point avec la ligne des abfciffes ; nous défignerons cette tangente par 

l-?-. Étant donnée l’équation des coupées , on la différentiera , fans faire varier 

,1e paramètre &t on aura le rapport -jÇ- ; en différçntiant l’équatioa de la trajec- 
4 y 

toire , on auroit y—- L’angle m M /x , qui eû la différence de deux angles , dont 

ri*. ' M’î 

l’un a pour tangente -£y, U l’autre ~ , a lui- même pour tangente 

f jLZ- \ j ^ | 4. ~~ ^ ; & comme par ' l’hypothèfe cet angle 

c ft confiant, on aura lVquation ' .... j 

. (A) (* — 1 4r) 7i-“ * + 77 - 

Avec cette équation & celle des coupées, on éliminera le paramètre a, & on 
aura une équation entre y & jc, qui fera celle de là trajefloire. 

Je fuppofe que toutes les coupées font désalignés droite* , qui partent du même 
.points & quj ont pour équation y-=^d.x. 'On en tire yy=j« , & l’équation A 

devient.^ t -*r a é ) y~ » dans laquelle fi l’on met y pour a , on 

aura (.* — *ÿ ) J y *= ( k x -k~y ) dx qui fera l’équation de la traje&oiré. 

Cette équation étant homogène, on fera -y *==“, dy = udx-\~xdu, & on 

- ", ; I . r . > ■ : 

la’ changera en celte-ti ( 1 — b u) ( ud x -f- xdu ) î »,( b ) d x , d’t»i 

l’on 
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*4t 


l’on tire 


Hx 


du 


b u d u 


r y & b log. x = A rang, u — b log. ^ 
C 1 -H" 1 ) ■+■ * log- «• Mettant ■— pour «, on a b log. ^ x=* 

A tang. -Z- , équation qui exprime la nature de toutes les fpirales Jogaritfi- 

miques ( n°. 117). Si la trajeâoire doit être orthogonale, c’eft-à-dire , (i elle 
doit faire avec les coupées un angle droit, on a b infini, 6c par conféquent 
V(.» | j .» \ 

l° 5 ‘ = o, d’où l’on tire y' (a 1 ) = m, équation au cercle.' 

( 195 ). Je fuppofe que l’équation des coupées foit telle que l’on ait une 
certaine fonâion du paramètre égale à une fonâion des co-ordonnées y St x. 
En nommant A cette fonâion du paramètre , on pourra repréfenter l’équation 
dont nous venons de parler par dA =» AIdy-b- N d x. Pour une même coupée , 


le paramètre efl confiant, !c on a Î! = ~ ; ainfi l’équation A devient 

& X M 1 

(M- t-lN) ^ = b AI — N qui eft celle de la trajeâoire. L’équation des coupées 


étant q U i exprime la nature de toutes les paraboles 6 t de toutes les 

hyperboles a l’infini, on a AJ = n x* y " — ‘ , A f = mx m — 1 _y",-6c pour 
1 équation de .la trajeâoire, celle-ci (nx -4- bmy) dy = (énar — — my ) dx 
qui efl homogène. Si cette trajeâoire doit être orthogonale, on aura b infini, 
& l’équation précédente deviendra my dytzznx dx ; d’où l’on tire my'—c'-^-it a 1 , 
qui efl une équation à l’ellipfe ou à l’hyperbole feâiens coniques. 

Je fuppofe que dans l’équation des coupées on puifTe féparer les variables } 
6c avoir y égal à une fonâion de l’abfcifTe ar 6c du paramètre a. Soit alors 

dy — P d x -+- Qd a ; on en tire = P , 6c l’équation A devient 

O X 

( 1 b P ) dy = ( b -+- P ) d x. Je mets dans cette dernière équation 

P dx Qda pour dy , 6c je la change par - là en celle-ci 

(B) (1 + P-)bdx + (bP i)Qda=o, 

qui ne renferme que les deux variables x 6c a. Si on pouvoit tirer de l’équation B 
la valeur de x en a , on auroit, en faifant varier fucceflivement ce paramètre, 
pour chacune des coupées la pofition du point P , ce qui fufiiroit pour conf- 
truire la trajeâoire. Autrement , il faudroit pouvoir en tirer la valeur du parac 
mètre en fonâion de l’abfcifTe , &c fubflituer cette valeur dans l’équation des 
coupées , ce qui donneioit l’équation de la trajeâoire. Par exemple , l’équation des 

coupées étant^ 1 ^ lax — x', an entir edy= (*— *0 -d* H — _ ; 6c 

V K iax — * ) 


par conféqumt P = - , _ . O = x . 

ÿ (ut-* )’ ^ y (saar.— x 1 ) 


Pxrtie I. 


P pp 
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Mettant pour P &c Q leurs valeurs dans l’équation B, elle devient 
i<‘iia+[4((a x) yé (la* — ** ) ] jr .é a = o; 

&c comme celle-ci efl homogène entre a & a , il fera toujours facile de féparer 
celle qu’on voudra de ces deuv quantités. Si la trajeûoire doit être orthogonale’, 
oti a i infini, 6c l’équation précédente devient a'dx •+■ (u— • x) xd* =o. 

Ou adx -f- x du — 1 = o. L’intégrale des deux premiers termes étant «*, 

3 .. a 

il efl clair cju’on rendra toute l’équation intégrable en la divifant par a 1 * 1 . On 
a de cette manière 1 — ‘iî- =i o , dont l’intégrale complète efl 

-i -i— = _L_ ou a l x l =c l ( lax — * 0 . Mais ■y* = i ax — x 1 • 


donc a x x 1 = c x y i 1 St a =* -îi- ; je mets pour a fa valeur dans l’équation 

y 1 = a ex — x* , & il me vient x l = icy — y x qui efl celle de la trajcéloire, 
6c qui efl aufli une équation au cercle. 

( 194 1 . L’équation des coupées ( dans laquelle les variables font féparées ) 
étant différentielle &c repréfentéc par dy = Pdx , on trouvera Q par le théo- 
rème de Leibnitz. En effet, Pdx- f- Qda étant une différentielle exacte, on a 

- rfP = d Q - ; donc - d .~ dx =3 d x , tse , dP . dx efl par conféquent 

t d a d x ' dx ' da da 

la différentielle de Q, fonélion de x & a, prife par rapport à x feulement. Ainfi 

/ d P 

— d x plus i une fonction du paramètre « &c de 

confiantes que je nomme c . Cette fonâion arbitraire c’ fe déterminera par les 
conditions félon lefquelles on doit intégrer f P d x ; un exemple qui va fuivre 
rendra cela encore plus clair. 

I l P X 

Je mets l’équation B fous cette forme jjf - — bdx Qda=o, &C, l’ayant 

multipliée par une fortûion v de ar 6c de <1 , j’ai pour déterminer ce faâeur 
l'équation que voici : la différentielle de b-x prife par rapport à a feule- 

ment, &C divifée par da, efl égale à la différentielle de Q n prife par rapport 
à x feulement, & divifée par dx. Après avoir mis ~ — pour » & avoir 

fait les réductions nécefTaires, cette équation devient 
• P * d , 1 +-i* JP 


1 d, ifC dP n <>x 

bP—l da ^ J j ” dx * 


On demande de trouver généralement quel doit être P , pour que l’équation B 
puiffe devenir intégrable en la multipliant par une fonélion de a Icul &C de 
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confiantes? Je nomme A cette fonftion: St parce que^ =0 St — * on a 

1 dx da du 

rIA _ 1 -+-i* d P S 4 * l P -*r \ \ d P 

Ad a (*/>_,) ( t P* ) da _ V * P — 1" TT~PJ~dT' 

Le fécond membre de cette équation efi la différentielle de 

( K ) . . .■ b log. {b P i ) b log. T ( 1 -h P 1 ) — A tang. P 

prife en regardant 4 feui comme variable St divifée par da ; donc = tïLd , 

a a A d a 

St parce que A n’eft fonQion que de a feul & de confiantes, ‘Lh. da = LlLd • 

d’oii l’on tire que K ne peut être égal qu’à b log. A plus à une fonction de x 
feul St de confiantes que je repréfenterai par b log. b X. Ainfi pour trouver 
la valeur complète Ae P , on aura l'équation 

b log. A b log. bX=x b log. ( b P — 1 ) — b log. y/(l - 4 - P ‘) — * A tang. P , 


ou b log. bAX= b log. 


bP- 


être orthogonale , cette équation devient AX 

p _ AX - dp _ X 

~ ?(t—A'X') 01 Ta 


— - A tang. P. Si la trajeêloire doit 


Donc 


«-/ 


dA 


X da 


( i-A'x'y 


- TV- 

J A_ 
d a 


T) 


d’oii l’on tire 


(t — A'X')> 


A r Xdx , , 

— I ; — r* c , 

‘ J (1 — A‘ X')* 


puifque dans ce’tte intégration on doit regarder a comme confiant. Mettant pour 
P &t Q leurs valeurs dans — - — dx Qda == o, qui eft ce que devient 
l’équation B lorfque la trajeûoire doit être orthogonale , on aura 


d A r * •“ . , 

J (1 — A'X')t 


c d a = o ,* 


a) «v(> ~ x' )- 

qu’on rendra intégrable en la multipliant par A. Le premier membre de cette 

équation a donc pour intégrale C . "' - f plus une fonélion C de a St de 

.9 X y \\ — A X ) 


confiantes. Différentiant St comparant, il vient dC—Acda St C = fAcd a-b- h t 
h ne devant pas renfermer a. Enfin , dans ce cas particulier l’équatiou B étant 

intégrée, donne j ~ ~ -- ^ f Ac d a -k- h — 0 . Or l’équation 

des coupées étant d , = , on en tire .y =, ^ -+- r f 

l’arbitraire c qu’on déterminera par les conditions du problème , celle - ci par 
exemple , que toutes les coupées parient d’un même point qui foit l’origine des 
abldUes i l’arbitraire c, dis-je, pouvant renfermer le paramètre, il s’enfuit que 
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fi l’on différentie l’équation précédente en faifant varier x S< a , on a«r* 
dy ■= ■+■ d A ( — i H de; St par conféquent 

V(‘— ^ x ) J (i ,-A' X 1 )* 

0 =— r -4- If. Comparant cette valeur de Q avec celle 

da J (,- A'X’)* dd 

que nous avons trouvée plus haut, on a c da = de ; donc en prenant pour 

1 équation des coupées y x*. J ^ ^ ^ H- c 9 on trouvera cette autre 

équation J ^ * À' X % ) f’d dc ° s 1 l u < ne renferme d’autre fonc- 

tion arbitraire du paramètre que c, St de laquelle fi on peat tirer la valeur de x 
en fonâion de paramètre, il fera bien facile enfuite de conflruire la trajectoire. 
Quoi qu’il en foit , il eft clair maintenant , comme l’a remarqué Euler, qu’il ne 
peut s’introduire dans le problème d’autre fonâion arbitraire du paramètre que c; 
& qu’il y a des cas oii l’on peut conflruire la trajeâoire indépendamment de 
la poflibiiité d’intégrer Pdx, ou de faire dépendre l’intégrale de cette différen- 
tielle de la quadrature des courbes connues. 

(195). On peut propofer d’autres conditions de fécabilité , comme, par 
exemple ( fig . LXIP) , que toutes les courbes partant du même point A , la 
trajeéloire les coupe de manière que les arcs tels que A M puiffent être parcourus 
dans le même temps par un corps qui , dans un milieu non réfiftant, defeendroit 
le long de cette courbe, n’étant animé d’autre force que de la gravité. Euler a 
réfolu ce problème dans fa méchanique. Je nomme g la gravité qui eft «ne force 
accélératrice confiante , u la vîtefle au point M, AP, x, PM, y, AM, s. Je 
prends fur la verticale MK une partie MK pour repréfenter la gravité, & je 
décotnpofe cette force en deux autres; l’une MO , dont la direction eft perpendi- 
culaire à la courbe, l’autre KO , dont la direction eft parallèle i la tangente au 
point M , & qui feule contribue au mouvement du corps le long de la courbe qui 
eft fuppofée ne pouvoir pas changer de figure. On aura MO : KO:: ds : dx } 

Z ti X 

& • eft la force qui fait décrire au corps le petit arc d s. Ainft udu = gdx , 

d’où l’on tire u = y' ( i g x") , car au point A la vîtefle eft nulle. Le temps que 


le corps met h dcfccudre le long de l’arc A M eft égal 2 J — 


d S 


V (.»**) ’ 

J* ÿ - j -- — , en faifant ds = s d x. Puifque tous les arcs tels que s font par- 
courus dans le même temps , la formule précédente , rapportée à toutes les 
coupées, eft une quantité confiante; c’eft-à-dire que la différentielle de cette 
formule, pritèen faifant varier x & le paramètre a doit être égale à zéro. On 
, s' dx . f‘ds‘ dx 

aura donc ’ÿjyfï) “i- « a J ~j~ ^ (zgTj = A )°ut°ns maintenant que 
toutes les courbes qui partent du point A (oient femblables. 

Lorfque 


i 
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Lorfque deux fondions F k F 1 , l’une d e_y, x, 5 cc. 5 c du paramètre «t, l’autre 
de y , *•' , &ic. 5 t du paramètre a, de même dimenfion n , font fcmblables , 
on a x : x : : a :a ,y : y : : a : a , 6tc . , F : F :: a” : a Si nous fuppofons 
x'*=x-*-dx, y' = y H- dy\ 6cc. , a = a-\-da, on aura suffi F' =*F-+- dFf 
& les proportions précédentes pourront être changées en celles-ci, 

.* : dx : : a : da , y ; dy :: a : da : 6cc. , F : dF : : a” : n a" — 1 da ; 

d’où il fera facile de tirer dxt= — ■*“ , dy = > &cc. , d F a 

Soit maintenant d F =x M dy - 4 - <V d x -4— — t— Vda , on aura, etl 

mettant pour dx, dy , 5 cc. , dF leurs râleurs , & dirham enfuite par d a , 

n F = Al y ■+■ .V ar -t- - 4 - U a , propriété qui eft celle de toutes les 

fonctions homogènes , comme nous l’avons démontré précédemment (n°. i}i ). 

Pnifque dans l’hypothèfe que toutes les coupées font des courbes ftmblables , 
leur équation doit être homogène en y, x 6c a ; s' eft une fonûion homogène de 
dimenfion nulle de x 6c a , & par conféquent f' ~ dx , eft une fonflion ho- 
mogcne des memes cjuanntés dont la dimenfion eft . Par. la propriété des 

fondions homogènes '-77—— — e -4- a f — — — d x • 

j ( d ‘ dx I f' ddx d x 

J v(x 7 T 5 = T.J 7(T7^) - 7 ï(\ S x) ’ & fiifant 

fubftitution dans l’équation trouvée plus haut, on la change en celle-ci, 

f d x é d a f* d d x d d a ^ x 

yt x "t* Yï J ^ x — a = o. Mais une des conditions du pro* 

/ ’ d dx " “ { 1 ' '••• 1 ■- . " ; ait. a 

1 S x ) ^°’ t Une ft U3nt ‘ ( ^ con ^ an,e » prenons pour cette quan- 
tité confiante le temps qu’un corps grave mettroit à tomber d’une hauteur A, 
lequel temps on trouvera facilement être égal à ^ ^ ^ , Sc Péquation précé- 


dente deviendra 


d dx dayj(h') 


,‘day /{ : • 


V V > - a a 

(*9®). L* courbe AMC eft une demi-cycloïde dont CE efî l’axe 5 c le diat- 
mètre du^cercle générateur : or nous avons démontré que l’arc 'CM de la cvcloïde 
eft égal 1 ly/ (C£ . CL)(n°. 186), &£ par conféquent toute la demi-cycloïde 
ii CE; donc s = 1 CE - t V ( CE ■ CL). Je dtets pour CL fa valeur CE — ri 
puis je tais 1 C Ex=a , 5 c l’équation précédente devient s =x a — y fo 1 — xax) t 
d’où l’on tire 1 ~T - >' e .. • 

, a d x m J t x/'t i a xy 

J s ( •* -» « « ) k ■(**• ) ] ** 1 
Partit I. __ Q qq 
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Je mets dans l’équation A pour s fa valeur ^ çà ' 1 ' — a a>) » ^ e!le t ' cvient 

a if x ^V(‘) x d A 

V (*) yj {a~x^— ji' ) a V(‘)v , (‘ ,J: - ÎI ') ’ ° U 


(«) 


a x d a — - a x d x . t / l\ 


» t v — t 

On a -y = C ^ 2 J ^ - • cette écuation, étant clifFérentiée en faifant varier^',* 

d x \J ( i a x} fîrfx) «t • 

6c le paramétre d, donne dy = 4- d a J ^_ iax ^Ç‘ Mi ' $y 

eft une fonftion homogène de ar &c de a dont la dimenlion eft i '» 110,10 

i»/(s4*l f' a d x ^ {i a x) „ , (' adxyj (lax) Jf_ 

■V s=s -f -a ! — f- , d OU / 5 . — a 

y vc- — »**) y y (.--t»*)' 

' ir ^ ( 1 ** * î . , rfxytfi a») y i a x d a yj ( a a x ) 

A ^ (a* — a a * ) ’ 0=3 ^ («* — la*) <i ° V C ** ~ — a * * ) * 

équation à laquelle je donne la forme que voici 

ri% Ady — yda a x d x — x' J a 

( * ) —a'WUT *“ «* V(**~ îx ’ T 

Je multiplie l’équation a par , & je l'ajoute à l’équation b , ce qui donne 

Ajy — y d a JAyJ(k) _ 4Axdx-A' d x-4x' d a -u 4 xd a ^ ^ 

“-‘‘VCO 4‘VW ~ ) 

«e* •«nfe-wft"- y( '^ — • >' **»*« V ( - ) ta» 

,,,« Si i-.i y («) = don. 

„ ,x ,, s xyy/wmwy/^xy'-ihx'+ ljd) 

Avec les équations a &C b j’élimine J a , 6t il me vient 

(g rfy — ydx) yj (a) -f- xdx y/ ( a h ) 

y ( ^ ^(< 1 * — a* 1 ) * : 

équation dans laquelle (i l’on met pour y / ( « ) 8t y/ ( a x — * a-* 1 ) leurs valeurs , 
on aura ( x iy —ydx — kdy) y/ (*) ~dKry/ (A) y/ (j' 1 — kx-\~x l ), 
qui eft celle de la trajeûoire. . - 

Jean Bernoulli a donné le nom de trajccloirts réciproques aux courbes dont la 
propriété eft , que fi L’on fait mouvoir une de ces courbes parallèlement à elle- 
même le long de fon axe, 6c qq’on fafTe en même temps mouvoir le long d’une 
parallèle à cet axe une courbe égale & femblable i la première , ces courbes fe 
coupent de manière que l’angle de feûion foit confiant. Mais nous ne nous 
arrêterons pas davantage à ces fortes de quefiions pour nous occuper de la 
recherche des tautochrones dans les milieux réfifians. 
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(197). On demande la courbe dont la propriété eft , que fi un corps defcend 
le long de fa concavité, de quelque point qu’il commence à defcendre, il arrivera 
au point le plus bas toujours dans le même temps ou bien une courbe telle 
que fi un corps monte le long de fa concavité, il emploiera toujours le même 
temps à monter depuis le point le plus bas jufqu’à celui où doit le faire arriver 
la vîtefte avec laquelle il eft parti de ce point le plus bas. Tout doit fe palîlr dans 
un milieu qui réfifte comme une fonction quelconque de la vîtefte. Huyghens 
découvrit le premier que la tautochrone eft une cycloïde , lorfque le corps n’cft 
animé d’autre force' que de la gravité, 6c qu’il le meut dans un milieu qui ne 
réfifte pas. Newton vint enfuite qui démontra que lorfque la réfiflance eft pro- 
portionnelle à la vîtefte , c’eft encore la cy.cloïde qui eft la tautochrone des corps 
graves. Mais ce furent Jean Bernoulli & Euler qui les premiers réfolurent le pro- 
blème dans l’hypothèfe de la grafvité St d’un milieu réfiftant comme le quarré de la 
vîtefte. Le Mémoire de Bernoulli fut imprimé parmi ceux de l’académie des fciences 
de 1730, Sc fe trouve auflî dans le troifième volume de fes Œuvres ; la folution 
de Euler parut en 1719 dans les Mémoires de Pétersbourg , St fe trouve auflî dans 
le fécond volume de fa Méchanique. En 1734, Fontaine publia une très-belle 
méthode pour réfoudre le même problème , St il ajouta aux découvertes de 
Bernoulli St Euler que la courbe qu’ils avoient démontrée être tautochrone dans 
l’hypothèfe de la réfiftance proportionnelle au quarré de la vîtefte , l’étoit encore 
dans l’hypothèfe de la réfiftance proportionnelle au quarré de la vîtefte augmenté 
d’un multiple de la vîtefte. Il fe pafla enfuite beaucoup de temps fans que l’on 
vît rien paroùre fur les tautochrones , St ce ne fut qu’en 1767 que Dalembert 6c 
Lagrange publièrent dans les Mémoires de Berlin, des recherches très-profondes 
fur cette matière. Lagrange 6c Euler reprirent encore ce travail, l’un en 1770, 
dans les Mémoires de la même académie; l’autre en 1771, dans les Mémoires 
de l’académie de Pétersbourg. » 


( 198 ). fc conçois que le corps monte {fig. LXV') , 6c qu’il eft arrivé de A 
en m / je fuppofe en même temps que M foit le point le plus haut où il puifte 
monter. Je nomme l’arc Am, x ; l’abfcilfe A p, la vîtefte au point m, u ; 
le temps employé pour arriver du point A à ce point m, t; la force rétardatrice , 
p; l’arc total AM, a; l’abfcilTe AP , c ; if. enfin le temps que le corps emploiera 
à monter le long de AM , T. Il faut , comme on voit , que le temps T foit 
abfolument indépendant de l’arc «. 


On aura d’abord d t =: -jj- ; 6c parce que la force p retarde le corps le long 


de petit arc mp. = dx r, udu = — p dx, ou udu -\-p d x = o. Il eft vifible 

que 1 — j — ~ — , cette intégrale étant prife de manière qu’elle s’évanouiffe 

lorfque x — o ; 6c que fi après l'intégration on fiait x = a. , on aura T ou le 
temps total depuis le commencement du mouvement jufqu’à la fin. Or , ce temps 
total doit être indépendant de l’efpace parcouru a ; donc il faut que la valeur de 

/ dx . * 

-J— foit telle } qu’en faifant x = « , a difparoiffe entièrement, 
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Imaginons deux fondions pareilles X Si A , l’une de x, l’autre de <*; fi nous 

/ * (J x A 

— fût une fonction de dimenfion nulle de 

X St de A , en fiibftituant dans cette fonction qA au lieu de X , A difparoîtroit , 
& il n’y refteroit plus que q. Le temps t feroit alors une fonction de q feulement. 
Pour avoir le temps total ou T, il faudrojt dans t faire x = a : or, la fuppolition 
de x — a rendroit X = A y St , à caulè de X — q A , ÿ i ; donc alors le 
temps total T auroit une valeur déterminée Si indépendante de a. Soit dX = X'dx 
6c d A = A‘ da, X' étant une fon&ion de x St A' une pareille fonâion 

/ ’ rf x . . 

en faifant varie! 

ci X d -A 

x Sc a , qu’on fubftitue pour dx Sc d a leurs valeurs —^r 6c -jjr , St qu’on 

mette en fuite pour dX ceci , Adq-\-qd A, on doit avoir le co- efficient d e d A 
égal à zéro. C’eft à-peu-prés de cette manière que Jean Bernoulli 6c Euler font par- 
venus à rcfoudte le problème dans les hypothèfes dont nous venons de parler. 

Nous avons ud a p d x = 0 , ou du = — - — , fuppofons qu’en faifant 


varier x&ta , du = 


-,dx 


Qda ; nous aurons pour la différentielle de 


/’ d * c , dx f* Qd x 

J — — j en failant varier x S ta, —p — — da I — =-* — , ou , mettant pour 

dx 6c da leurs valeurs^, pr J * ■ Donc fi dans cette exprefiion 

( _î_ _ _L 

\ u X' A ' 


lyaus écrivons A dq A- qdA pourr/Jf, nous aurons 


A â f 
u X' 


/•Qrfx\ y i r*i. dx -, 

J —p — J da ; St par confequent ~ppr — -jr / — p — = o. Je remets 

pour q fa valeur -j- , Sc j’ai l’équation pp, y j * ~ ^p * = », laquelle, 

X A 

en faifant , pour plus de fimplicité , -jp- = s , —pr = « , fe change en celle-ci 

—p — a J ~^p — = o. Je différentie cette équation en faifant. varier x feule- 
ment ; 6t , après avoir fait ds = s dx , 6c avoir tout divifé par <f x , il me vient 
..... 1 F 


~p~ ; d’où je tire Q; 

— pi x 


En fubftituant pour Q fis 


+- Q d a , j’aurai du = dx -f- 


▼aleur dans l’équation d u 

Çu s -+■ -p J — , à laquelle je donnerai la forme fuivantc 
u du -t- p d 


(A).-. 


d a 


> 0 . 


Puifque 
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Puifque les fondions s 6c p ne doivent pas renfermer a , il eft clair que fî 

Péquation A eft poflible, • “ P doit être la différentielle exaâe d’une 
* * w U s «t“ * P 

r a- j «. •* *i d[u:(u* s' + sp)] d [p : (u* / -f- s p )] 

fonction de x oc u ; 1 aurai donc — = — 7 = — - ■ v — 3 

' a x du 

Je fais </s' = s" d x , al x eft confiant; Sc après avoir exécuté les différentiations 
indiquées , il me vient l’équation 

( B ) “ l s" -t- « s' 77 ■+* * TT — Sp=o; 

qui doit avoir lieu fans qu’il en réfulte aucune nouvelle relation entre x Sc. u i 
& qui par conféquent eft identique. 

Il faut remarquer que s doit être une fonâion de x telle qu’elle s’évanouiffe 
lorfque x — o. En effet , les calculs précédens font fondés fur cette congé- 
lation , qu’en faifant X=qA, l’expreflion du temps J ~~ doit devenir une 
fonâion de la feule variable q. Soit donc défignée par q : (q ) cette fonâioa 
de q; on aura en général j d *- = q : (î)-h«> 1» confiante c devant être 

telle que n foit nulle lorfque rmo, Or, puifque X eft une fonâion de 
la feule variable * , fi l’on fuppofe qu’elle devienne =a / quand * = o, on aura 
q (^-Ç- ^ c s=. o , & par conféquent c = — p : Ç-Ç')- 

Donc J' — - — = q : (q~) — q : ^ ^ ; d’où l’on voit que la valeur de 

/ * (/ X - t * 

— ^ - contiendra néceffairement la quantité A , à moins que/ ne foit = o. 

Donc il faut que la fonâion X foit telle qu’elle s’évanouiffe lorfque x = o ; 

x 

& comme s «= -57- , il faudra aufTi que la quantité s devienne nulle dans la même 
hypothèfe. 

(199). Indépendamment de la réfiftance du milieu , que je fuppofe être pro- 
portionnelle à une fonâion V de la vîteffe, le corps eft retardé le long de la 
courbé par fa pefanteur. Or j’ai démontré plus haut que cette force retardatrice 

étoit proportionnelle à donc fi je fais k= r.r étant une fonâion de x 5c 
ix d X 

de confiantes, je pourrai prendre d’abord /» = r -f- V. Je dis que a- ne doit renfermer 
de variable que x, la railon en eft bien (impie; car (i le problème eft poflible, il exifte 
entre x & 1 une équation qui eft celle de la tautochrone, de laquelle je pourrai tirer 

en fonâion de x. Maintenant foit dr = r dx &t dVcaV du; l'équation 


Partie J, 


Rrr 
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„ = ,+ V donnera d / == r\ 4^ — *" > 8,1 fubfiituant ces valeurs dans 

« £7 JT a U 

l’équation B , elle dtviendra u l s -4- k us — 1 f + Jf - ■ s t ■= o. 

Si au lieu de fuppofer la réfiftar.ce du milieu proportionnelle h V, je Peufle fuppofée 
proportionnelle à V^-mu , j’anrois trouvé la même équation ; d’où je puis con- 
clure qu’une courbe qui eft [autochtone dans une hypothèfe quelconque de ré- 
fiftance , le feroit encore fi cette réfiftar.ce venoit à augmenter d’une quantité 
proportionnelle à la vîtefîe. 

Je fuppofe yt=l-î-m u-t-nu', d’où V =* m-k-r,kn K — 1 ; 6c mettant ces valeurs 
dans l’équation précédente , il ine vient 

u l jf -j- (x — t) ni' u k — ls‘ -+- st — le =r= o. 

Cela pofé, fi l’équation B eft identique, la précédente le fera aufli ; 5 c comme les fonc- 
tions i &C e font abfoluinent indépendantes de u , on en tirera les deux équations 

H \ / _p_ i) ni'a* = 0, lr i r — Is = 0 \ 

ou, mettant pour s", s & r leurs valeurs ^ , ces deuxci 

(a) . ... .J 1 s- H ( A — 1 ) nu> ‘ 1 ds dx = o ÔC sdr — rds — Ids ; 

dont la fécondé devient intégrable étant multipliée par -îj- , 6c donne r= i s — l. 

L’hypothèfe la plus générale dans laq telle l’équation a puifte réfoudre le pro- 
blème , eft celle où l’on auroit la réfiftance du milieu proportionnelle i 
l-+-m u-+-nu l . Soit donc x= i, 6t l’équation a deviendra ù*i-+- nd sdx = o, 

d’où l’on tire </i = A <— " ' dx,&C s=g — t—*. Mais s doit être tel 

qu’il s’évanouifte lorfque x= o i donc g = A , & i =n — (« — t — x ). 

Donc r ( == il /) = AL ( i i — " * ) !■ , ou » h 

pour Ai, r = — ( i — «—"■*) — l. Nous avons fait -A-i- = v;donc 


l£i = A ( i c — **) — — /, équation de la tautochrone, dans 1 hypothèfe 

dx n 

préfente, lorfque le corps eft afeendant ; fi on eût fuppofe que le corps delcend, 
on auroit trouvé -îAl = A( e » * — i )-+-/. 

dx H 


On demande par exemple quelle efpèce de courbe c’eft que la tautochrone lorfqua 
la réfiftance eft nulle , ou amplement proportionnelle A la vîtefte ? On aura 


rfcnx 


I ±- 


'(* 3=0 


i± x = 


l°g- ( 


i ± 


" ( 


r=ç: /) 
h 


->) 


lorfque n sa o ( n°. 178 ) ; donc, dans cette hypothèfe, <r 


= ± AE i 

k 

= A x -4- l, 6c 
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hx % 

fd^tsahxJx^liix ;d'oii\'on tire g{=. , car x = o doit donner 

{«a o , & x= + ~ -fr\/ ^ ~~j ~ — *" ~^r ^ • dquation de la cycloïde. 

( 300 ). Nous avons, lorlque le corps eft afcendant , &£. nous le fuppoferons 

pour abréger , udu ?dx -+- ( / -f- «s + n«*)éi=o & (= ÿ ~ ; 

il nous fera donc bien facile de trouver l’exprtflion de la vîtefle & celle du temps 
dans l’hypothèfe préfente. En effet , en mettant pour t l'a valeur , la première 

équation devient ud u -f- mudx -f- n u* dx = (,— * * — I ). Je fais 

- J» • • J ; 

u ~ y { * ” * ) » <^“ == y ( t — mx 1) — ny dx* — •*; & j’ai la 

transformée ydy ( <— * — 1 ) -f. m y dx ny'- d x ce Üü , d’où je tire 


[f, ydy 

'—il, 

— — "y-»-»/ 


• L’intégrale du premier membre eft log. — 


Je remarque enfuite que la différentielle logarithmique de — m y -J- n y' — 

51 - ^ b- G - -*+”>■) 

~^-—"yr - ny ^ — — ny+ny v ^ 

■+• m f "- 5 — ^ "I. Pour intégrer cette dernière quantité , je fais 

J — «y -t- «y* J 

d’ 

A tang. 


- «J' -t- «y* 

«y v' * *7^ = ?» d’où ny' — my = f & dy= Al ; donc 


/n 


dy 


T~" 7 +”r' ^<4-r>0~ v [*--rJ 


t— arf tang L_j_ . Donc 


-'[■‘-■rJ «'[‘-TI ^F-T] 


»r- 


* "*• - '«s- G — - ■*■)- 

On dèrerminera la confiante arbitraire i de manière que v = o lorfque x=* 
& on aura n 9 

loi. , = i ,„g. i _ + ^ ,„g , 

V] ■'’[•= 
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“ = îog. - 


•y — ■ 


4— — A tang. 


0* 


''[‘-VJ •«'l'- 4-j 

lorfqu’on aura tiré de cette équation la valeur de en jr , on aura bien aifé- 
ment celle de « en x. Pour avoir l’cxprciüon du temps , il faut intégrer 

dy 


ix 


qui devient — 


— — - 


donc t 




Lorfque r = o, x -=0 8c y devient’ infini ; donc — c eft égal 1 l’arc 'dont la 
tangente eft infinie , ou au quart de la circonférence ; 8c 


ny 

1 — ( A tang. — -rq —Y Pour avoir l’expreffion du 

temps total , il faut dans la valeur de t faire x = a ou y = 0 , 6c on aura 
T=— - r-, ( A tang. — -, — 'J } on ne doutera pas que 

v D~r] ■>' w [*-t] 4 " 

cette expreffion du temps total ne foit pofitive, lorfqu’on fe rappellera que l’angle 
qui a pour tangente une quantité négative eft toujours plus grand qu'un angle 
droit, je remarquerai enfuiteque ln\n n’entrent point dans l’expreffion du temps 
total ; 8c qu’ainfi ce temps eft le même , foit que l’on fuppofe la réfiftancc du milieu 
proportionnelle à t -\-ma -4- nu 1 , ou fimpkment proportionnelle f mu ; donc 
le temps total eft le même ,-lorfqur la réfiftancc eft nulle , 8 1 lorfqu’elle eft pro- 
portionnelle au quarré de la vîtefle ; on a dans «es deux dernières hypothèfes 

T= iL ( JL _ — ^ = _JL_. 

V A V 1 4 / 4l/* 

Nous ft’avons encore réfolu qu’un càs très-particulier du problème des tauto- 
chrones ; peut-être que l’intégration complète de l’équation B, qui eft aux dif- 
férences partielles, pourroit nous conduire à quelque chofe de plus général; mais 
il faut qu’auparavant nous faflions mieux connoître, que nous ne l’avons encore 
pu faire , ce genre particulier d’équations qu’on nomme aux différences partielles. 

(jot ). Pour représenter la différentielle d’une fonüion indéterminée { des 

variables 
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variables y , x to de confiantes, nous fommes convenus d’ccrire J { ==a 

dy -h dx , & de donner aux co-efficiens - 4 ^- » le nom de dif- 
dy ~ d x *y dx 

férences partielles du premier ordre de la fonction On donne ordinairement ce 
nom à chacun des termes dy ,■ d x; fi je ne le fais pas ainfi , ce t’efl 


que pour plus de clarté. Toute équation entre y , x, { , 


d!-l. & —JL efl une 

d y dx 


équation aux différences partielles du premier ordre. Soit d’abord propofé d'in- 
tégrer l’équation = P, par P j’entends une fonélion donnée des variables/, 

x & de confiantes. Puifque -^L dy = P dy , il efl clair que P dy efl un 

terme de la différentielle de { ; to j par conféquent ne peut être égal qu’à l’in- 
tégrale de Pdy , prife par rapport à / feulement, plus à une fonélion de x & 
de confiantes. Si donc nous défignons par F : x) une fonélion quelconque de x 
to de confiantes, nous aurons { = f P dy -y- F : (x ) , c’efl l’intégrale complète 

de l’équation -y- — P . Quelle que’foit la fonélion de Je , ajoutée en intégrant, 

la différentielle de ç= J P dy •+- F: (x), prife en ne faifant varier que/, 

fera toujours = P ; ainfi l’intégrale que nous venons de trouver ne feroic 

pas complète, fi /’:(*) ne repréfentoit une fonélion quelconque de x , on 
entend par - là une fonélion de x & de confiantes la plus générale qu’il loit 
poffible de concevoir. On trouvera de la même manière que l'intégrale complète 

de l’équation — = P , efl j = fP dx (y ). 

Une lettre fuivie de deux points mife devant une quantité comprife entre deux 
parenthèfes, défignera toujours dans la fuite une fonélion quelconque de cette 
quantité ; ainfi f:(/),/:(n» -f - / 1 ) défignent deux fonétions quelconques , 
l’une de/, l’autre de ax ~hy l . Uefl clair que la différentielle d’une fonélion de y 
e(l égale à dy multiplié par une autre fonélion de y ; ou efl convenu d’écrire 
dF : (/W/ F : (y ) , dF : (/) = dyF" : (/) ,dF' : (y) = dy F " : y,, toc. 
df: (ax ~by l ) = (adx iydy)f :(ax -h y 1 ), toc. Une lettre fuivie de deux 
points mile devant deux quantités féparées par une virgule, to comprife entre deux 
parenthèfes , défignera toujours dans la fuite une fonélion quelconque de ces deux 
quantités; ainfi F: (*,/) défigne une fonélion quelconque de< deux variables y to x; 
f : (<tx-»-/ l )efl bien une fonélion de/ to x , mais elle n’efl pis une fonélion de 
ces deux variables la plus générale que nous ptiiflions concevoir. Maintenant , pour 
repréfenter la différentielle de F : ( x, y ) ; (bien! P to Q deux autres fonélion* 
quelconques des mêmes variables, qui n’aient d’autres relations entr elles que 
Partit /. S s s 


i 
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celle-ci on pourra fuppofer dF : (x,y) = (Pdy ~h Qdx) F' : (x,y); 

( 30X ). On propofe d’intégrer l’équation M -jy -f- N 77 >= o , M 6 c N 

d { N d { 

étant des fondions données dey, x & de confiantes. On » ^y 77 ; 

&C mettant pour jy fa valeur dans d ç =: -gy d y 77 dx , 

d { «= — A Nommons /* le fadeur qui doit rendre M dx — N dy 

une différentielle exade , &c faifons p M d x pNdy*=dS; on aura 

d ç équation qui feroit abfurde fi { 6c : p M n’étoient fondions - 

de S. Donc ç== /■($), c’eft l’intégrale complète de l’équation propofée. On 
en tire 

£ = £f':(S)~pMF':(S)U‘£:pM'=F’:(S), 


£.1 

dy 


£y JJ ! f* N— F' : (5) ; 


fi on élimine F' : ( S), U vient M ^y -4- N = o. 

le prendrai pour exemple l’équation y x dx — — 0 > d vifiblequ on 

rendra y d x — x dy une différentielle exade en la multipliant par yr; donc 
p—~t > c S —-y- Donc { =F: ( -y- ) eft l’intégrale complète demandée. 

( 303 ). L’équation M -jy + N 7“ *+- F = O ( M , N , P font des fonc- 

d K N </ t P_ 

tions données de y, x 6c de confiantes ) donne -jy c= — M dx — S 

j rfç df Màx — N dy 

6c mettant pour -^y. fa valeur dans d{ — JJ, d y -+■ d x , d{ — A j 

3-^ — Soit comme ci-deffus p M d x — pN dy = d S ; 6c 1 équation 

précédente deviendra d { =z ^ , d °“t le fecond membre, après 

qu’on aura éliminé x abfolument , au moyen de J"( p M d x p A d y ) — - S , 
fera la différentielle exade d’une fondion des deux variables y î>c S. Donc 

^ — — J - -+« F : (5 ) ; il ne faut point perdre de vue qu’avant d’intégrer 
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l 5 î 


P d y t /> 

, en ne faifant varier que .y, on doit mettre dans pour a fa valeur en 

y & S. Quelques exemples rendront cela encore plus clair. 

On demande l'intégrale complète de y jy x — a y/ ( x* .+. y' ) ? 
On a Mz=y t Nz=x, P=. — a ^ (x*-4- y' ) ;à caufe de ^~ — y i * dy = dS t 

_ * . >•* < t/y »/ f ar* -i y* \ 

o = — ; oc mettant pour x fa valeur y S dans — r > on a 

*dy y/ ( I -t-f*) , ^ 0Bt l’intégrale, prife par rapport à y, eft ay y/ ( i 4- S 1 ). 
Donc la propofée a pour intégrale complète 

{ — *y Vi 1 + £*) -4- ^ ; (5) = « y' (*‘+y) -+• /•: ^ 

Soit encore jy 1 - 1 - x 1 = *xy. Il eft clair qu’on rendra y' dx — *» dy 
une différentielle exaélc en la divifant par^ 1 *>, & on aura — î — — js d’où 

r “ tire * - T — T = - ( „ «w 

tant pour * fa valeur ) T ~—sÿ ‘> donc 

c’eft l’intégrale complète demandée. 

( 304). Pour intégrer M -f. * H- P\ = O ; je fais { = , * t ant 

une nouvelle indéterminée quelconque. On tire delà 4 ^ = e f ~ — 

1 dy * dy* dx — 

* f , & fubftituant ces valeurs dans la propofée, on a l’équation 
M di+ N di~*~ P = °’ t l ui n’étant autre que celle que nous venons d’in- 
tégrer , donne P = J' ^JT -+- F : ( S ). Donc{ = 

, J u ■ )=t J M~ . « F": ( S ) . ou, mettant pour plus de ftmpli- 

/ P A y * 

, , • f ■ ( S ). 

Je prends pour exemple l’équation x ^ -f-y 1 


{. On a x d x — — 


J dy = dS 6 c 5 *=. a ~ ; de plus = -^ 2 - = 


« 




. 
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dont l’intégrale , prife en ne faifant varier quejy, ift a log.fj'-f-y/ ( i l î-p. y l ) J. 

Donc t 'f~*T — [y-f- y' (î S -f-jy 1 )]'. & { ~ Ly-h v'U'S'-Hy 1 )] 4 
( S ) = (y-k-x ) 4 /'• ( x - — y 1 ). Soit encoriT’pris pour exemple l’équation 


{hx-+-ly) j j 


(Ax-h/j) 


i-Al 


On a la formule différentielle 

homogène (kx-t-iy) d x — ( kx -f- ly) dy qu’il faut rendre exaûe ; pour 
cela je la. multiplie par une fonélion homogène /a des variables y Sc te, St fi 

(A x -f- iy) mJ.c ( A.P -+ - ly ) y. dy = dS , la dimenlion de S étant n , la 

propriété des fond! ions homogènes donnera (Jix -+- /y) y.x — (kx-hly) uy — nS t 

S r , {hx-y-iy)dx — (k x ly) dy d S . 

St par confequent : — ; — ; — — — - . Je fais y — ux, Sc 

r 1 (h x -r ty) x— {k x 1 y )y n S ^ ' 

JS 


•y) X — (k X-+-1 y )y 
(k i u )d X — ( A -*- / 0 ) ( B i x-x- x J d) 


l’équation précédente devient 

* * # » • \ , « iv P 9 

( A -1- i « ) x — i^k l u ) u : t no 

ou -^JL — — — j- = 5 . La différentielle losarithmique 

de k -f- ( i — k ) u — lu- eft égale à ^ * ) J “ ~~ 1 1 ; donc 

—* î^log- [*-*-(» — *) u — /«’)» 

k^r=k)V= 7 ? “ „ + ^k) u -lu' ~ ï d l0 8- [ *+(i -*)«—/«* ]. 

Nous avons déjà eu occafion d’intégrer une formule différentielle de la forme 

de ‘ A | — 7- i ainfi , fans nous y arrêter, nous reprélènterons 

fon intégrale par log. V , St nous aurons 

JL log. S == log. * — l°g« ^ + ; l°S* [ k ■+-* ( ‘ — k) u — / »* ] t 
k ■ 



d’où i = x" y/ £ 

ë ( j B J X ■+■ X J U) 


Mais 

yi + i J 


SU d X 


( A i u ) x 

s d u 

h ■+■ i u n -f- 


h -+* i a x 
s d u 

-l -T- 


*</y = 

Ai h x-*r i y 

au f (X -4- lu) d u d S \ 

A -4- tu A-*-i u \ A -f-(x — k) u — lu * /»5y 

ait- </.V ad y . su d S 


sd u 


{i — k)u — lu * * A j « nS V h-ï-iu nS 

dont l’integraîe , priic en ne faifant varier que u , eft égale a a log. V. Donc 

ë—f L M =x r\ u [*• \/ ( * :=L ^~) " j . «u. « qui 

, , . „ S kx , -k-(i — k)ux' — l tt ' x' \ . 

n eft ps moins general , y- /: ^ ^ Le cas 

•ù 
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— k , mérite d’être examiné particuliérement. Alors I . - " - . 

’ ' A +('—*)“—/ k» 

devient — -, ,• dont l’intégrale eft — log. y/ ( A — 1 A u ■ — / ; 

& on aura -L log. J = log. rr -+- log. y/ ( A — 1 A « — / u l ) , d’oi 
n 

S= [.V y/ A — iku — /B'-)]"' On aura aufli — -~-t e= - t ^ u ■ - -f- ; 

L T A/ A — a Au — lu 1 nS 

& rej ré 'entant par log. F l’intégrale de I * 

*yj (A — i ku — /» ! ))"],ou{= V‘f\ (A at* — I /tar l « — /je 1 »»). 

(305). Soit un fadeur propre à rendre intégrable la formule différentielle 
quelconque du premier ordre adx Cffy, 6c fuppofons que ,u a d x 
fj.Cdjy= dS. En multipliant de part &C d’autre par une f.mCtion quelconque 
de i', on a adx-*-CdypF:fS) = dS. F: (S) ; donc (a dx-+-CJyjy.F: (S) 
eft encore une différentielle exaCte, 6c pF : {S ) , que je ferai = ç, eft la for- 
mule qui renferme tous les faCteurs propres à rendre intégrable adx C d y\ 

Purfque a[dx -f- Crdy eft une différentielle exacte , on a — ■ * =• ^ , 

^ a y i x 

eu “ “ï> C TT *♦* ( 77 ) * = 0 ; 1 =fX eft Bne int,! S rile 

particulière de cette équation aux différences partielles, qui a pour intégrale 
complète i — /x F: (.V). S’il eft queftion de rendre exafte une f rmule diffé- 
rentielle du premier ordre , on trouve que cela dépend de pouvoir fatiffaire à 

une équation aux différences partielles de la forme de M -H iV ^ -+- f;*oj 

6c réciproquement pour intégrer une femblable équation, il faut cberiher un des 
fréteurs propres à rendre Mdx — N d y une différentielle exacte. Ce feroit 
faire un grand pas vers la perfection du calcul intégral , que de réfoudre le fécond 
problème indépendamment du premier ; on n’y eft encore parvenu que dans 
quelques cas particuliers, comme, par exemple, lorfqtte a 8c C étant des fonc- 
tions homogènes des variables x ôcy, on peut rendre ad x -+- C dy une diffé- 
rentielle exafte en la multipliant par une fonftion homogène des mêmes varia- 
bles. Car foit fj.adx -f- pidy = dS ;la dimcnfion de A en x , 8c y étant a, 

,d x - 4 - Qd y d S 

<•*■+■ »y nS " 

eft le fafteur dc- 


on aura fxax -f- p Cy == n S , k par conféquent 

Donc e ft une différentielle exaCte , 6c 

aX-t-Cy ’ 


«x -ir *y 


mandé. Il en faut excepter le cas de n = o \ alors on a Cy = o, d’où 

l’on tire 


— C - 21 , a dx+Cdy = C x lL-yJjL , k 


dx - 4 - Cdy 


= d 


y 

X 
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on voit que dans ce cas, on peut prendre pour S toute fonûion de — , ou toute 

fon&ion de dimenfion nulle des variables y Sc x. 

(306). Pour rendre exaâe la difféientielle * d « 4 - Zdx-\-u dy , «, C, « étant 
des fonâions quelconques des van..blts y,x, u ik de coudantes, je la mul- 
tiplie par une fonction p des mêmes quantités, 5 c j’ai les tt ois équations 

d • u u d • Zu d • * u d • v d • Z /u d • g u 

d x du * d y d u ’ d y d x 9 

d’oit je tire, en effeûuant les différentiations indiquées. 


±>L 

d x 
d P 

d u 
dy 


d u ç d 


C “ 


dx 
d u 

'dû 

dZ 
■»~d 7 


d u 
du 
dy 

du 

d x 


' M ST 


d. 

dy 


■A* ST 


■A* ST 


d g 
dx 



(n) 


Cié* • 


, i/C - i/« 

~ '—dT’*’* -dj— dj~ : 


d » . d s 

éx 1/ x d u 

équation de condition entre <* , C & h qui doit avoir lieu pour que a. du ■ 

■udy puiffe devenir une différentielle exacte par la multiplication d’un 


fafteur. Cette équation de condition, que nous avons déduite d’une manière bien 
fimplc du théorème d’Euler , a été donnée pour la première fois par N. Ber- 
noulli dans fon Mémoire fur les trajeftoires dont nous avons parlé plus haut. 

Etant donné a.du-\-Zdx -4-uufys=o, il ne s’enfuit pas de ce que l’équation ri 
n’eft pas identique, qu’il n’y ait point entre .y, x, u quelques relations par- 
ticulières qui fati>fudent à la propofée. En effet , fi )e prends l'équation 

( y u ) du -t- ( u y ) d x -+- x dy = o , l’équation n devient 

u =z x y ; elle n’eft donc point identique; cependant u = x -t-y fatisfait à 
(y — a)du-+-<u — y ) dx-{- xd v=:o. Euler a le premier fait cette re- 
marque importante dans fon Calcul différentiel ; il ajoute que fi, l’équation a 
n’étant point identique, la relation qu’on en tirera entre y , x , u , ne fatis- 
fait pas à la propofée, on peut être certain qu’il n’y en a aucune qui puiffe 
fatisfaire. Cette règle n’eft point générale, comme l’a remarqué Laplace dans un 
très-beau Mémoire fur les folutions particulières des équations différentielles, 
imprimé parmi ceux de l’académie des fciences pour l’année 1771. Car fi l’on a 

d* — dx[i+y/(u — y— x) (jy-\-a\/(u—y — x) — t^(M—y—x))]-\- 

dy[ldrX\ {u- y x)], 

réquation réfultante de l’équation de condition eft u x + y~h ^ 'q ^ J ) 


« 


I 


J 


4 
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qui ne Satisfait point à l'équation différentielle. Cependant on auroit tort d’en 
conclure qu’il n’y a aucune relation entre u , x , y, qui puifife Satisfaire à cette 
équation , puifque u =: x y latista.it évidemment. 

On verra très-aifément que fi au lieu de trois variables la formule différen- 
tielle propolée en renfermoit un plus grand nombre , on auroit autant d’équations 
de condition qu’il y auroit de manières de combiner trois à trois les co-efficiens 
« , C, &c. Mais il n’cft pas néccffaire de vérifier toutes ces équations pour s’afi- 
furer fi la propofée peut devenir exacte. Si, par exemple, on avoir la formule 
différentielle Cdu - 4- v Jx-\- ïdy , on trouveroit par la combinaifon 

des quatre lettres a, C, u, J" priées trois à trois, les quatre équations de condi- 
tion , 



d_m __ 

ti\t . d% 

“-«/r' 1 ' c — 

dZ 


C d “ 



d u 

* dt 


6 dx 

— o f 


d m __ 


_ t-H 

-4- « d • 

— C dm 

. — — A 


d u 

du d t 

de 

+ dy 

dy 



dm _ 

dS- dï 

_ 1 jLl 

+ « — 

du 

O 


dx , 

■*“ * ~JT 

dt 

dy 

d y 

V P 

l 

dZ 

cjLL -i_ « 

— s- ~JL 

c — 

dZ 

OI 


d x 

d x du 

d u 

dy 

“ "dy 

■ — — w » 


or , on voit que fi on prend trois de ces équations à volonté , la quatrième 
s’enfuit néceffairement -, donc pour s’alTurer fi une fonction qui renferme quatre 
variables peut devenir exaâe , il fuffira de vérifier trois des équations de condition 
qu’elle donne. En général le nombre des variables contenues dans la formule 

différentielle étant m, le nombre des équations de condition fera m • — — • 


-, dont il ne fera néceffaire que d’en vérifier 


(" — ») — O 


pour fa- 


voir fi la propofée eft fufceptible de devenir exaâe. 


(307). Je reviens aux équations linéaires aux différences partielles du premier 
ordre qu’on peut toutes représenter par M -f-iV -\-P { *+- Q= o. Si 

l’on fait { = -y- , 1 & f étant deux nouvelles indéterminées quelconques , on 


en tire 


à y 


. il-.'li 
' jz d y ii 

,* » d X 


J J d f 


— { 


d x 


; & fubftituant ces valeurs 


dans la propofée , on a la transformée 


M 


d{‘ 

t T 


L y ~ M I T'y ~ N ( Tx~*~ P{t + 


Comme nous fommes les maîtres de partager cette équation en deux autres telle» 
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que nous le jugerons à propos, nou 

M g -4- -V d £ -1- Q P = o , - M { — N & -+- P , = o . 

En fuppolànt toujours p.Mdx /xNdy = JS, la fécondé des équations 

précédentes donne f : ( S ) ; on tire de la première {' = 

1*^1 (6). Donc v 


— e — f m- 1 * * ^ 




Comme dans les intégrations indiquées S doit être regardé comme confiant , on 
peut mettre l’intégrale précédente fous cette autre forme 

<-.-/+ . 

F: ( S ) 

qui devient , en mettant 9 ï ( S ) pour ■j-, ^ j » 

:(r 

C’eft à-peu-près ainfi que Dalembtrt intègre cette équation linéaire, dans un 
faxant Mémoire fur le calcul intégra! qui Ce trouve dans le quatrième volume de 
fes Opufcules ; voici une autre manière d’arriver au même réfultat. 

( 308 ). L’équation M N ^ -t- P i ■+■ Q_ = o étant propofée , on 

peut fuppofer que fon intégrale complète tll;=n-t-vF: V.’ , n , t* » étant 
des fondions inconnues des variables y , x & de confiantes. Je différence cette 
intégrale deux fois, l’une par rapport à y , l’autre par rapport à x ; & il me vient 
d r dn d+ . d* 

df = dj + ï-y F:L “ )+ *~y F 

^ = dn d* r d. F ^ 

dx — dx^dx ' 1 dx ' ' 

Avec les trois équations que j’ai maintenant , j’élimine F: (») & A" («), ce 

, d « . d v . 

qui me donne, en failant pour abréger ^ ^ ^ j 

rf r 7 _n/rf+ <f+N </n rfn 
= — m Tx' 


d_K 

dy 


■ m -j- — 


</x v V. a y 

qu’il faut rendre identiquement la même que la propofée. On fera donc 


N f v 

77 — — «». ou (O 


A' ■ 


. H- M 7 y °» 


M 


d* 


d •¥ 

A ITx+P*- 


( l ) dy 

Soit aMdi r — pXdy *ndS , d’où (4) 


°»(j) M 7 T+ a ' — o. 


. S ss f(ixMdx~n A r dy ); 

on 
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on fâtisfait à l’équation i en prenant a sas S; je mets dans les deux autres pour 
* fa va'eur en y.-&c S tirée de l’équation (4) , & je fuppofe que par-là elles 
deviennent 

M 7 J + ^ dl ■+■ P *'~o, M' -gj -+- N' -Js - 4 - P' n’ -+- Q' = o. 

On regardera J comme confiant, ht on aura pour déterminer V St n' deux 
équations linéaires aux différences ordinaires , d’où il fera facile de tire» 

, /’ülil r rZ±L Q‘ </y 

*' = « J A' ,n' = e J * J ~, y : 

On auroit pu mettre dans les équations 1 & 3 pour^ fa valeur eu x 6c S (trée 
de l’équation 4, 6t fi par-là on les eût changées en celles-ci 


<«>&> 


N 


af(t) 


(P) (T) = o, 


( M ) ■+■ < y ) d -TT -*■ ( p ) ( n )■ + ( Q ) « «. 

on auroit eu , en regardant S comme confiant , 

(*) = « J («t , (n ) = « •/ <*> Z e J tjvj 

On a donc pour l’intégrale complète de la propofée , 

( , :(f) -f.fWUfâ-). 

Je prendrai pour exemple l’équation 

On a M=y l , A’= yx, Pc=i, Q =— la y'A x — y xiy 
qu’on rendra une différentielle exaâe en la divifant par jt* , d’où l’on tire 
y d x — x dy 

7 ! 


.AS, S= 

’ y 


,0 p ■*- „ , P' s . —C-ii 1 —S Q • 

1 •7T = ^rdoù lr = -,&ce -/ " =y- 5 ;^~ — 


d’où ^ ( I -t- ) , &C — J cf M ‘ — jj,- ca 

/” 'Sy s -*-'Ay v/(i -+- 5 ‘ ) = — ^ ; donc 


-S. 


F-V) + 

Partit /. 


^frVl . + i 1 ) — ±- f . ^ , g«y yf (»>•-> -y'), 


i -t- 1 


i-t- ty 

V v v 
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4 = « y/ J»!, ^ , & 


-TW 


-r-srr P «* 5+I *x >/(,-+•■$') _ „ 

l*) “V * S-(S + i) • 

— s„ *x ! y(i + s ! ) 


, “ 5 r /r\ . ir V , + ^ JL_/'*\ 

donc { = * F: (J)-f- — 

o * .v V ( »* 4- y* ) 


* •+■ *r 


■ y ce réfultat efl conforme au précédent , car an lieu de 
F : ^ ^ , on peut écrire Ç~ F : Ç — - ^ qui , étant multiplié par 

x T , donne y ~~ F r ^ 


(309). Nous nous propoferons pour fecend exemple de trouver la valeur 
de p dam l’équation 

(B).... 


a* s" -t- u s 77 -f- s ^ s'p = o (n°. 198 ). 


Je ferai Afr=uj',A 7 ==j,P = — d , Q = a 1 s' y or us dx — — s du devient 

i* d X d U 

une différentielle exaêie étant divifé par a J , & on a — H — — =*dS, d’où 

k (P) t' — 

■S =* log. — , &C a <= se s . De plus — , d’où c J kN) = xy 

fJ^Ÿ tsiir = ; ..yv ,, = y 

( W \ J* U 1 # 

— J j-,Teft l’expreflion géné- 

rale de la force accélératrice néceffaire pour le tautochronifme. Au lieu de 

F : (-7-) , je puis écrire — F : , & j’aurai p = a» [ — 7^ 7-] . 

qui eft conforme à celle qu’a donné Lagrange en 1767. 

_ . _ P « \ , ./ h — t' 

Soit ^ J = h-y~i — — h k -~r, on aura p — k s -d- / a -) — u x y 

pour que cette expreflion foit identiquement la même que celle-ci p == r 4 - /-+• 


m u nu % , il faut que k s =s e -h / , i ; 


A — j 


sa y oit tire deli 
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5 — ~Y~ » ■»' = -£ , & pour déterminer r l’équation dr + n r dx = ( Ait — n /) 

* k l ~- Lorfque * = o , r doit être égal à /; donc 


d’où 


k k 

■ 


i.1 

n 


( 1 « ” * ) 1, réfultat bien conforme à celui 


que nous avons trouvé précédemment. On pourroit de cette manière réfoudre le 
problème dans une infinité d’autres hypothèfes ; mais on ne t’a pas encore fait 
pour celle où la réfiflance feroit proportionnelle à une fondion de la vîfeffe feule 
autre que /-4- m u -+- nu 1 ; & malgré les efforts réitérés des géomètres dont nous 
venons de parler, on ne fait pas même quelle eft La tautochrone lorfque le milieu 
réfifte comme le cube de la vîtefTe. 

Je reprends l’équation udu+pdx — o, & l’ayant multipliée par 
un fadeur p , je fuppofe qüe fp ( u du -f- p dx ) — A , A pouvant renfermer 
1 arc confiant a. On tire delà , en faifant d A — A' d a , 

H udu -f- p p d x irrr A’ d a , du — A _ P 

pu u ’ 

& par conféauent JjL — _J‘__ J u — —P 

^ da pu » 


En faifant varier * fit a d t ■=. J * da C iu ix 

u J da ja % * 

& , mettant pour JjL fa valeur , di — - da T A d * J 

* 4 U J f* U* 

Soir X une fondion donnée de * & a, telle que dX=Mdx + Nda,& fup- 
pofons que le temps / foit une fondion quelconque de X, telle que de — -*dX ; 
©n aura dt = irMdx -f- •jrffda, Sc comparant terme à terme les deu« 

valeurs de d , , on aura _L — * M, - =*N; d’où l’on tire, en 

« J pu' 


éliminant ÿ & faifant pour abréger JL 

V. ^ .si - 

Je différentie cette équation en faifant varier x , & j’ai, après avoir divifé par dx, 
Jr du 


r AJ x , 

’ J TJ T’ 


A‘ 

f « U J 


dx 


d K 


, d’où l’on tire , en mettant r — pour — , 


— A' 


— P 

U 


du 

dx 


. de- 

*77 


Ainfî 1 équation pu du -à- pp d x izz Ad a, devient 


udu 


■ p dx 


■+■ da — o. 


(A)... 

u ' inr-t-'i’ 

Pour que la courbe toit tautochrone, il faut que l’exprefïïon du temps foit telle 
quen y faifant ar — a, a s’évanouifle entièrement , or cela fera toujours ainfî , 
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fi X eft une fonûion de x & a , telle qne a difparoifte lorfqu’on fait * =:«' 
Mais d Xzx^Mdx N d», 6c, faifant x=.a t on a dXz^z{M-\-N) d»z=z o , 

d’où M -t- N = o , &c (:= «■) = 1 ; donc on peut prendre pour » 

Ai 

toute fonétion de * & d telle qu’elle devienne = — i , lorfqu’on y fait ar ». 
On doit aulE avoir rxx. o lorlque x^=o ; donc, comme nous l’avons démon- 
tré ( n°. loi ) , dl - Ÿ N = — := — doit être nul dans la même 

du U Ai U 

hypothèfe; 6c comme alors u eft une quantité finie , c’eft r qui doit être nul 
torique *= o. Ainfî les feules conditions, auxquelles la fonction r doive être 
aftùjettie dans le cas du tautochronifme, font qu’elle devienne = — i lorfqu’on 
fait * = 6c =: o lorfqu’on fait x = o. 

( 3 1 1 ). L’équation A' , qui eft entre les trois variables u , ar 6c a , donne 
pour équation de condition , en fuppofant que p ne renferme pas l'arc a, 6c 


faifant pour abréger — T - -q- rpz^r, 

rf (_L) d (-r.) a 

m V J \ r ~d =o(n«- 306 ) , 


qui f« réduit i * 

* d 

(B ) • • 


d u 

d 1 


dp d r ^ , 

r —/ p — = O , ou i 

d u du 


. </ : r . d r 

“ + u TI 


d P . 1 Jp_ 

du d x dx 


p = O.' 


Comme p ne doit pas renfermer a , l’équation B' ne peut être identique , à 
moins que r ne foit une fonction de x 6c a de cette forme ti, < étant une 
fonction de » feul , 6c s une fonction de x fcul -, or comme dans ce cas l’équatiou 

F ■ f JL \ 

Æ'n’eft autre que l’équation B, on en tire £ — i — _ — — — J- 

Je mets pour / 6c <r leurs valeurs dans l’équation A' qui devient par-lit 

C-r) + +-"=«> 

dont l’intégrale eft p : ^ -4- J' j a da r=z o. 

Lorfque x — : » , u — o, 6c p : devient une quantité confiante abfolu- 

ment indépendante de a ; Jonc fi après avoir mis dans l’équation ptécédente » 
pour x , on la différence , on verra aifément que — , par la fubftitution de a. 

pour x, doit devenir égal i — - « ; c’eft-à-dire, que — 6c », ou bien que s 
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6c a', en faifant — = a', doivent être deux fondions pareilles, l’une de a:> 

« 

l’autre de a , ayant des lignes contraires. Donc en fuppofant que s St «' font 
des fondions pareilles , 6c de même ligne , l’une de x , l’autre de a , on aurn 

Donc X ( 6c par conséquent le temps t ) doit être fonction de 

/ ix C <lt 

j j , , ‘ : « ' “ ; c’ell * i - dire , que pour que 

réquation B’ foit identique, le temps t doit être fuppofé une fonction quelconque 
de tlimenfion nulle de deux fonctions pareilles, l’une de x, 6c l’autre de a. 
Mais l’équation B’ n’étant point identique, peut renfermer une relation entre x , u 
6t a qui fatisfjfle à l’équation A". Pour réfoudre le problème dans ce cas-ci , je dif- 
férencie l’équation B en faifant varier x, u 6c « , 6c dans 

da-=z. o, qui réfulte de cette différentiation;. 


i II' 

d K 


d x 


dV 


d u • 


d B 1 


du * dé 

je mets pour du fa valeur — __ r _£± tirée j e l’équatioh A' , ce qui me donne 

u u 

( dB‘ p d B' \ . / d B' T J£‘ \ . 

~dZ î 77~ J '* + ( — — - — 

équation qui doit être identique , 6c d’où l’on tire par conféquent 


d B' 

d x 


p d B' 
u du 


d B' 


;o. 


r d B' 
du u d u 

Il n’eft pluj queftion que de trouver une valeur de p en x 6 c u, qui fatisfalTe 
à la fois à ces deux équations 6 c à l’équation B' ; mais infenfiblement les calcul» 
fe compliquent, fans qu’il en réfulte rien pour le problème qu’il feroit important 
de réfoudre ; nous terminerons donc ici ce que nous nous étions prepofé de 
dire fur les courbes tautochrones. 

( 31 a). Nous dirons un mot des équations aux différences partielles des ordres 
fupérieurs. On propofe d’intégrer l’équation du fécond ordre := P, P étant 
une fonûion donnée des variables y, x 6 c de confiantes ; on en tire d’abord 
^ = ifP dy-t-F :(x ), c’ell l’intégrale première complète de la propofée; on s 
enfuit e i-=fdy/Pdy ■+■ fd y F : (x) (* ) x 

ou, parce que dans les intégrations indiquées * ell regardé comme confiant, 
[z=LfdyfPdy-+-yF : (x ) - 3 -/: ( * ). 

Si on eût propofée — P > on auroit eu pour intégrale première com- 

Fartit I, X x x 
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£lète ~ =/Pdx ■+■ F: (y), b. enfuite 

{ =fdy/Pdx -h-fdy F : (y)-hf: (x) = fdyfP dx -|- F: (y) +/■. (x) ; 
ou bien on auroit eu d’abord G ^zfPdy ? (x) , & ènfuite 


{ 


= fdxfPdy H-/: (x) -+- F : (jy ) 

L’équation 'Ll -+- N peut aifément fe ramener au premier ordre 


en fàilânt 


d t 

dy 


U 




; Sc on a -il f- Nu = 

dy 


P, 


d’où l’on tire u =e ^ Nd/ [fe^‘ lij F dy -4- F: (a?) ]. Donc 
l [=f*dy+f:(x)]=fr fN ' y dyf< rNd ’ Pdy+F: {x)fc~ fNiy dy+f:(, r). 


On intégrera par la même fubflitution 


d'i 

dy d x 


-4- N - 4 - 5 - = P , 5 c on aura 

dy 


il ■+. Nu = P, d’où l’on tire « = e~ fNi “ \f/ Nix Pdx-t- F:{y)],& 
d x 


l=LMj+/ : (*)]=/« /W * dyJt fNix Pdx+fe r ‘ WJ ’jyF:(y) (x). 
L’équation d’un ordre quelconque j- = P, 1 pour intégrale complète 


de l’ordre immédiatement inférieur 


</" — 


dy- 


=ï- =/* 


viennent enfuite les intégrales des autres ordres , 

ÇpL—fJy/Pdy +- y A : (x) -+- B : (x) , 

— fdy fdyfP dy + ïl A : (x) + y B : (x) - 4 - C : (x) , 5 te. 


& enfin on arrivera i la dernière de toutes qui donnera j avec n fondions arbitraires.’ 

( 313 ). C’eft Euler qui le premier, en 1734 ( tome Fil des anciens 
Mémoires de Pétrrsbonrg apprit aux géomètres à intégrer complètement les 
équations aux différences partielles •, découverte importante dont Dalembert , 
quelques années après, fie le plus bel ufage dans fes Recherches fur les vibra- 
tions des cordes fonores , 5 c dans fes Réflexions fur ta caufe générale des Fents. 
Avant ces époques on ne connoiffoit ces équations que comme équations de 
condition, & on ne s’étoit propofé que d’en trouver des folutions particulière». 
Depuis 5 c fur-tout depuis 1751 que parut un autre ouvrage original de Dalem- 
bert , qui a pour titre : F. fat d'une nouvelle Théorie fur la ré fî fiance des fluides) , 
les Géomètres virent bien que les folutions qu’ils avoient jufqu’alors regardé 
comme générales ne l’ét oient point; 5 c les fciences phyfico-maihématiques chan- 
gèrent abfolumcnt de face. Voici comme le problème des cordes vibrantes peut 
conduire à une équation aux différences partielles. 

(314). Soit AMB ( fig . LXFI ) une corde en vibration ; j « fais APtszxf 




1 
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P M =*y , A M = s &t A 11 — d. Si nous fuppofons-, comme on le fait ordinai- 
rement, que les vibrations font fort petites, nous pourrons faire ds = d x , St 
regarder chaque particule comme animée d’une force accélératrice qui n’agit que 
dans la direâionde/M/. Pour comparer cettë force accélératrice avec la gravité 
que je nomme g, foit 6 le temps qu’un corps pefant mcttroit à tomber de la 
hauteur h , & t le temps écoulé depuis le commencement du mouvement; on aura 

~ : -gjjr : : g : Maintenant fi nous nommons q la dcnfité de l’élé- 

ment ds ou dx , qdx fera la malfe de cet élément, qui fera pouffée dans la 


, k d* y t 

direction de M P par la force accélératrice - — ~ h Avant d’aller plus loin. 


nous remarquerons que y eft néceffairement fonâion de rabfcilTe x & du 

d* y . , » 

temps t ; & que par conféquent yjT, qui a été trouvé en ne faifant pas varier x , 


eft une différence partielle du fécond ordre de cette fonétion. Cela pofé, je conçois 
que la corde eft retenue en A St B par deux forces dont la première — F, (£ 
qu'elle eft tirée de P vers M par une force telle qu’il en réfulte vers le point A 
une tenfîon que je nomme 9; il eft clair que tout étant en équilibre, le moment 
de'la force 9 , par rapport au point P , eft égal au moment de la force accéléra- 
trice de l’arc AM, plus au moment de la force F , par rapport au même point. 
Je prends un autre arc quelconque Am dont je vais chercher le moment de la 
force accélératrice par rapport au point P. En nommant Am, S , Ap , X, pm, Y ; 


on a la force accélératrice de l’élément dS égale à 


t 


l'mdX d' y 

TT TP « car on P eut 


prendre d X pour d.S ; & pour le moment de cette force élémentaire y 
£ # * d* Y 

~g q(x X) dX 1. Donc le moment de la force accélératrice de l’arc 

_l* ^ d* Y d x \ 

A m eft — jj- (fqxdX jjr — — fqXdX -jy J , ou parce que ar eft conf- 
iant , ~j- ÇxfqdX d jy — fqXdX ^ ; ces intégrales feront prifes de 

manière qu’elles s’évanouiffent lorfque X = o. Si je fais dans 1 exprefiion que 
nous venons de trouver X = x , j’aurai le moment de la force accélératrice 
de tout l’arc AM égal à 


TT ( xfqix Jjt —fq * d * iïO = TT f ix fl dx IP- 


On aura donc l'équation 

0 * 

9 y — F x ! Th f d xfqdx 



& différentiant deux fois, en regardant jr feul comme variable, 
d'y ?.*' d'y y 

* IP = TT ? TP > ou > filfant P our *trcger jpr = c l , c J? * 


d'y 

IIP’ 
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c’eft l’équation générale des cordes vibrantes , foit qu’on les fuppofe uniformé- 
ment épaiiTes ou non. Dans le premier cas q eft une quantité confiante qu on peut 
prendre pour l’unité , 6c l’équation des cordes vibrantes devient 


-j-ï- — c* j-u , que Dalembert intègre de la manière fuivante. 


*' y 


<¥,) <*) 

,on T , — — « Tx 1 


donc 


(315). On tire de cette équation 
d x- 4- c* de eft une différentielle exade que je puis faire x=du. A 


caufe de J y = -j~ 


dx- 


±L it 

it 


on a 


e«ry-W*==(e^-l-7f ) (dx+cdt), 6c 
cdy—du = ( c^ x -^7) 

ce qui ne peut être vrai , à moins que ey -H u & ejy — a ne foient deur 

fondions, l’une de * -4- et, l'autre de x et. Donc cy-t-u = F : (ar-4- et ), 

ôt cy a =: / : (a: — er); d’où l’on tire 1 ey =x Fi (jr-f- et — er) , 

ou plus Amplement y =. — et); c’eft l’intégrale 

complète de l’ équation du fécond ordre propofee , puifqu’clle renferme deux 

dy 

fonctions arbitraires. La vîteffe à la fin du temps t eft proportionnelle a -*■; 
elle eft donc auffi proportionnelle à F :(*-+- et) — /'•: ( x — c t ). 

Au point A où x =z o, l’ordonnée doit être nulle; elle doit être nulle encore 
au point B où xz=z a, quel que foit dans l’un &t l’autre cas le temps t. La première 
condition transforme l’intégrale que nous venons de trouver en celle - ci , 
y = F: (et- f- .r ) — • F : (et — x ), car autrement x =z o ne donneroit 
point c’tft-à-dire que .y doit être égal à la différence de deux fondions, 

compofée de la même manière, l’une de e t -4- x , l’autre de et x. Pour 

fitisfaire à l’autre condition , où x = a doit donner y nn o , on a l’équation 

F : ( et -4- a ) = F : ( et — a). Soit et b, on aura cr-f-u — u-h la ; 

5 c on voit clairement que la nature du problème exige que F: (a-(-2u) = F: (b ) ; 
c’tft-à-dire, que quelle que foit l’ordonnée qui répond àl’abfcifteB, les ordonnées 
qui répondent aux abicilfes u -4- 2 a., «-4-4 a, a -4-6 b, 6cc. , u — ta, 
b — 44, b — 6a, doivent lui être égales. Pour trouver la figure que la courbe 
avoit au commencement du mouvement il faut faire t -^> ; fuppofons qu’alors y 
devienne — X , 6c la vitcfTe initiale proportionnelle* X' ; on aura 

*=/:(*) - f:(-«),8tX = r:(x)-.f:(-x). 

On ajoutera à ces conditions que la courbe doit couper fon axe aux points où 
*■=0 Sc xtsxa •, que lorfque x devient négatif; elle doit pafter de l’autre 

côté 


■*» 
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côté de l’axe ; St qu’elle doit être compofée de parties fcmblables rapportées à de* 
ablcifles de la longueur a a. Mais mures ces conditions remplies, la courbe pourra 
n'être point aflujcttie à la loi de continuité. 


( 316 ). Euler prétend que rien ne limite la généralité des fondions arbitraire! 
qui entrent dans les intégrales complètes des équations aux différences partielles} 
qu’on y doit comprendre toutes les fondions qu’il a nommées irrégulières fie 
dilcontinues. Cet’e idée hardie, mais fublime, ouvre un champ bien vafte l ceutt 

3 ui voudront appliquer le calcul aux fciences phyfiques. Pour donner un exemple 
c la nécclhté d’introduire dans rAnalyfe de fêmblables fondions, imaginons une 
furface courbe quelconque , rapportée à un plan donné de pofition par trois 
co-ordonnées x ,y, { perpendiculaires enrPelles; nous avons démomré(n°. xço>, 
que quelle que foit la relation entre y &c x, foit que les courbes qui terminent 
les y foieut régulières ou non , continues ou difeontinues ; nous avons, dis- je. 


<*1 


démontré qu’on a toujours d y 




pour la normale an 


même point , { * “f” ( +^J") J- Donc fi la furface courbe eft 

telle que toutes fes normales foient égalés entr’elles , elle aura pour équation 

fH-rOp’+f (£)’-* \ 

La fphère , dont l’équation eft = x a x — x* — y', eft un des folides régu- 
liers qui ont la propriété dont il s’agit; on tiredefon équation { = « — - *}• 



= — y; 6c fubfiituant ces valeurs dans l’équation aux 


différences partielles} 


il vient lax x ’ y 1 -+- y 1 -f- (a — x)* = e l , qui e# évidemment 

identique. Cela pofé , fi on conçoit une infinité d’anneaux circulaires, fans aucune 
ép.iifTcitr, qui aient tous même diamètre, 6t que l’on faffe palier par leurs centres 
une efpèce d’axe curvil.gne qui les joigne tous , 6t n’en faite qù’un même folide , 
qui f'er< it un cylindre fi l’axe étoit une ligne droite; la furface de ce folide aura U 
propriété d’avoir toutes fes normales égales entr’ellei. CtNa exige-t-il que l’axe 
curviligne foit aflujetti à la loi de cootinuité? Ne peut-il pas être un aftemblage 
de lignes droites & de lignes courbes, 6t même une de ces lignes mixtes que l’on 
décrit librement avec la main fans fuivre aucune loi ? Or, fi les fonâtôus arbitraif«ÿ 
qui entrent dans les intégrales complètes des équations aux différences partielles ; 
n'étoient point telles que Euler le demande , pourrions-nous dire que l’équation 





eft celle de mures les furfaces dont nous venons de parler, 8c d’une infinité d* autres,* 
ayant toutes leurs normales égales enrr’elles, quoique non aflujetiié à la loi tld 
continuité? Je reviens aux problèmes qui conduit enc à des équations aux diffé- 
Fétrtit /. Y y y 
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rences partielles, &( qui font par confcquent lulceptibles d’étre réfolus avec tout» 
la généralité dont venons de parler. 

(317'. Dalembert , dans l’ouvrage cité fur la réfiftance des fluides , démontre 
qu'un fluide homogène & non diadique , qui fe meut dans un vafe de figure 

3 uelconque, étant arrivé à un état permanent , fi on nomme x &c y deux co-or- 
onnées reâangles qui déerminent la pofition d’une particule de ce fluide par 
rapport à deux axes fixes perpendiculaires entr’eux , 6c qu’on défigne par p la 
viteiïe de la particule dans la dire&ion des x , par q la vîtefle de la même par- 
ticule dans la direction des y ; Dalembert, dis -je, démontre qu’on aura 

= St au ® le n°. 1:0 de mon aftronomie phyfique). 

d' p J' p 

O11 tire de ces deux équations -r = — ~dx c * équations aux différences 

partielles de la forme de celle des cordes vibrantes. On l’intégrera donc de la même 
manière , St on aura , 1 caufe qu’ici c 1 = r St c = -j- yé — 1, 
p = F: (x+y V — 1 )+/: (x — y ✓ — ‘ ) i 

*»** ^ == — F: — :(* — y V — O» 

donc q= y' — * [ Fi (* -*-y V — O — fi (* — y V — * ) ]• 
Dans chaque courbe que les particules décrivent , on a i <= ; 

donc p A y = qJx, d’où l’on tire 

{Jx-t-Jy^-— 1 ) f: (x + y^ — i) = (Jx — dyV—i)fi (*— yV — 0 » 

St intégrant ‘F : ( x -t-y ^ 1 ) '/( * y ^ I ) = confiante. 

Par le théorème de Taylor, démontré (n°. 16}), on transforme 
'/ : ( x -\-y ^ — 1 ) en cette férié 

•F:(x) -4 -yV — » F:(x) - 2 L_ F : , : (x) — è"(x)4-Ste., 

& '/: (x — y ^ — t ) en cette autre 

'/:(*)’ -y ✓ — 1 /:(*)— -Z- /:(*) + :(x) -t- &C. ; 

ï 2 • J 

alors l’équation précédente devient 

/ : (*) ] — r -^~ [■ F ■ ( *>• H"/' : (* ) ] + &c. = «t. 

Si l’on fuppofe que l’axe des x divife le vafe en deux parties égales St fembltbles 
les y feront égales de part St d’autre de cet axe, St il faudra que l’équation 
precedente ne contienne aucune putfluiice impaire de y (n°. 41). Cela ne peut 
arriver que dans deux cas. Le premier torique 'F.: (x) : ( x ; •= a i 
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car on tire delà F:{x) — /: ( x) = o, F' : ( x ) — f : ( * ) = o , &c. 
fcc la Comme des autres termes qui font multipliés chacun par une puiftance im- 
paire de y, égale à zéro. En développant ' F : ( x — y y' — 1 ) 6c f : (* — y y/ — 1 ) , 
on trouve que dans le cas que nous examinons la différence de ces tieux fonc- 
tions eft égale à 'F : ) — '/'•[ x ) ou à la confiante a ; donc 

'/■ C* — y y/ — « ) = ’Fi(x—y y/ — i )—a, 
le fubftiruant cette valeur dans 

'F:{x +y y/ — 1 ) — '/: ( * — y yf I ) = 

on a ‘F: ( * -+- y y ! 1 ) =. 'F: (* y yf — 1 ), 

condition qui fervira à déterminer quelle efpèce de fondion c’eft que celle que 
nous avons défignée par ' F . 

On aura enfuite, à caufe de fi [x ~—y ^ — 1 ) = Fi (ar — — y yj — j J f 
P - Fi(x-\-y yf — I ) 4 - Fi(x — y yf — 1), 

î = yf — « [F: (* -h y y/ — i) — F:{ x y y/ — t)]. 

Les fondions impaires difparoitront encore, lorfque F: ( x ) -F- fi (x) fera 
égale à zéro; car on tire delà 

F ' ••(*)-♦-/'(*)= o. Fi (x) -b /':(*)== 0,&c. 

Alors les deux fondions 'Fi ( x — y y' — 1 ) &c 'f : ( x — y y/ 1 } 

étant développées, ou trouvera que leur fomme eft égale à 'F i(x) 4-'/: (r); 

mais puilque F : (r; 4- fi (x) = o , on doit avoir 'Fi I x) 4- 'fi (jr) = à une 
Confiante b ; on a donc aufii 'F: (x — y ^ — 1 ) 4- fi ( x —y y /— l ) — b ; 
& lubftituant pour 'fi(x — y ^ — I ) fa valeur dans 

'F:(x-j-y^ — *)*“'/ 5 (* J ^ = 

il réfulte l’équation 

‘Fi (x 4- y y/ t ) 4 - 'Fi {x —y y/ — I ) = 4 4- b , 

qui fervira à déterminer dans ce fécond cas la nature de la fondion déftgnée par 'F. 
De plus, à caufe de F : (x — y yf — 1) = — /: (* — y V — O, on aura 
P = F : {X y y» — ,) — F : {x — y y/ — ‘ I ) , 

? =■= y/ * [ Ft (x -b- y yf — 1) 4-F: (x — y y/ — 1 ) ]. 

Dans l’un Sr l’autre cas , tout fe réduit à déterminer la nature de la fondion défignée 

par 'F, par cette condition que 'F: (je 4- y yj 1) -J-'F; (x — y ^ — 1) =e. 

Or, en tàifant x — y ^ — 1 — { , x-by^ — 1 = { 4- a? (par a { on entend 
ce que nous avons nommé dans le chapitre troifième la différence de & ce que 
nous nommerons dans L fuite la différence finie de { pour nous conformer à 
1 ulage) & F; ( j ) = Z ,• on aura , lorfque le fécond terme eft négatif, 

'^({ + 6 {)-T:( î ) = s'/':( î ) = *Z, 5 ( sZ = C, . 
lorfque le fécond terme eft pofitif, on aura 

'F:r { 4 -* 0 -'F: vt +i 7 :( ? )=*Z + iZ, 8t *Z4-tZ= (l 
En général, la détermina.on des fondions arbitraires qui entrent dans les inté- 
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«raies complètes des équations aux différences partielles, peut toujours fe réduire 
a intégrer des équations aux différences finies. 

(318). Newton eft l’inventeur du calcul des différence» ; il en a jetté les fon- 
detnens dans un ouvrage qui a pour titre Mcthodas diffirtntiulis , que plufieurs 

f éomètres, 6t fur- tout Stirling, ont commenté avec l'uccès. Le théorème de 
aylor a beaucoup fervi à perteûionner ce calcul , en donnant les moyens d’y 
appliquer le calcul différentiel. Cependant la mé hode inve fe du calcul des dif- 
férences n’a commencé à être traitée avec quelqu’étendue que par Euler dans fon 
Calcul différentiel ; on trouve dans cet ouvrage plufieurs belles méthodes pour 
intégrer des fondions d’une feule variable aux différences finies. Mais il n’y eft 
point du tout queffion de l’intégra ion des équations qui renferment ces diffé- 
rences; & depuis Moivre qui en a intégré plufieurs, ce qui l’a conduit i réfoudre 
plufieurs problèmes inté.cffans fur les probabilités, perlonne, que je fâche, ne 
»’en étoit occupé, lorfque Lagrange a fait voir dans le premier volume des Mé- 
moires de l’académie de Turin, que ces fortes d’équations pouvoient être trai- 
tées par les mêmes méthodes que les équations différentielles. On trouve dans 
les Mémoires de l’académie des fciences , années 1770 & 1771, 6c dans les 
fixième 6c feptième volumes des Savans étrangers , des recherches très-profondes 
fur cet objet , qui font dues à Condorcet 6c à Laplace ; 6c la manière ingénieufe 
dont ce dernier en a fait ufage dans la Théorie des hafards a eu le plus grand 
fuccès parmi les géomètres. 

(319). Soit l’équation linéaire aux différences finies du premier ordre 
A y A x -f- B A y = X a x , ou A y B b y = X > 

en prenant pour l’unité. Pour féparer les variables dans cette équation , nous 
ferons , comme dans le (n°. 163 ), y — up,u étant une nouvelle indéte minée 
quelconque, 6c f une fonélion de x & de confiantes. Ici où les différences font 
finies , ay= u bp -+- p A j*-q- Au A p; ainfi en mettant pour A y fa valeu- dans 
la propofce , on a la transformée Aup-+-B{ubp-+-pbu-+- bu $p ) = X, 
dans laquelle il faut faire A p B bp = o, 6c il vient enfuite Bp bu. -q- 

B a u a p = X. On tire de la première — = qu’il s’agit d’intégrer, ce qui 

exige plus d’attention que lorfqu’il n’étoit queffion que de différentielles. Pour y 


parvenir, je fais p = t r , 6c j’ai 4 f = t ,+ ir — ( r =a('( e Ar — 1 ); donc 
— L= e Ar — l , d’où l’on tire <^ r c= 1 — - ; ou , faifant pour abréger 

1 — - = R , a» = log. R, ce qui donne c = X log. R. Si nous défignons. 


cpn-me dans le (n®. 1 16 ) , par 'R , ’R, '"R , 6cc. les termes qui précèdent R , 
on aura <r égal à la fomme des logarithmes de toutes ces quantités, ou au loga- 
rithme du produit continuel de toutes ces quantités. Je défigne ce produit par 
( v — 1 ) R , c’cft - à - dire , que dans cette notation ( •» — 1 ) R équivaut à 
>R / R .'"R. 6cc.,wif à ’RX'R. &c., (•-+-!)/? à R.R.'R-"R:"R.&çM < . 

On 
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On aura r «== log. ( ■» — 1 ) R , d'où l’on tire f ( « ' ) =a ( » — l ) Ri 

L quation B p A u -+■ £ & u & p = A' donne 

A U = 


^ 3 


- <* 

t ( . OC U — C + ^ - y/ - • 

B { + a 7 ) 


donc j ( = «,)=-(*-!)* ( £+î 

Mais il efl clair que f a f { = f ) =x R -^R ■ "R ■ J "R ■ 8 cc. = • R ; 
donej = (* — i )R Ç c -+- x 

Je prendrai pour exemple l'équation jr >^- (* -f- *) ■+■ « (i * -+* l) = 0 » 

On iA~\, B— x -+-.i_, X =* — i a.(t x - 4 - i ) ; 
donc A = — - — ,*^i= -JL 


'■Lll.LJt.LZJ. &c. 

x x — a * — x 


t 

t l 


(< r — i)R=*--Zl.’LZ±.*JJl. &c.= J-. 

. * x IX 1 x 

On tire deli y = -i- [ c aj(ir+i)l = — la — — a — ; 

or nous avons démontré (n“. 114) que il =»x, te que Xxm x , 
donc y = — - — ax, ou x y -4- *x l = c. ■ 1 i : ' 

, X ' ** f . I. ‘ 

Si on propofoit de féparer ^ dans l'équation A 1 y -H fl 1 y' = X ; i caufë 
dey'= y -t-.A y, on la transformeroit en celle-ci {Ai -f-Z?i)j>'-+- B 1 Ayx=iX; 

tl fàifant pour abréger — ^ = Æi ,on aurort^'xsÇ» — 1) /?i ^c-f- 2 — — — 

Un cas particulier, qui mérite d’être examiné, c’efl celui où Al Si B 1 font 
des quantités confiantes ; alors les R 1 , 'R 1 , 'R 1 , 8cc. font égaux entr’eux , 
& ( » — 1 ) R défigne une puiflance de R dont l’expofant efl égal au nombre 
des termes qui précèdent y dans la fuite tic. "y, ’y, y, tic. Si nous fuppofons 
que la première de ces ordonnées réponde à x mn o , x fera ce nombre de 
termes ; 8c oiv aura ( m — 1 ) R 1 R 1 ' , 9 R l = R 1 

On a donc dans le cas que nous examinons y x=zR i* Ç c •+• X 

Si X lui-même efl une quantité confiante, on fera. pour abréger^—. t=A, 5 d 

l’équation précédente deviendra y z=z Ri* ^ c H- A S . ^ 

Mais x ^ étant la fomme de tous les termes qui précèdent ^ ^ '.y ; , ou 
la fomme de cette progrefîion géométrique — ^ 


Fsrii* I. 
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gfi égale à - ^ 1 G.; donc, lorfqueJv efl une quantité confiante, l'intégrale 

R 1 (R i — i ) ^ r 

( t îfiPt»n * ' h ( R \ x ' t ^ 

trouvée dans le cas précédent devient y=scR i* 4 i. — 

v V.. z 4- >, - Ri nj 

( 310). L’équatiop linéaire d !r iiA / oidre quelconque 

Ay 4- « 4 _y + CA 1 J' -*- r D iS y 4- fcte. ~ X, 
ou A, J} x C, Z>,.fcrc. font des confficiqns confions , fcc ,X une fonélion quel- 
conque 3 e x fcc de confiantes, pourra" §tre intégrée facilement par la méiho !e de 
Daleniberf , que nous avons expliquée (n J , 1S9J.- Car. fiM’on propofoit d'abord 
l’équatipn du fécond ordre Ay 4- B a y -+• Ci‘i = X , en faifant Ay — P t 
d’où A p ,* On âuroir tes deux équations 11 

A J P — 0,‘Ay-i* Sp-^f- C~Ap = X x 

dory on muitiplierAit laupremière par lin. coefficient confiant G, fcc on l’ajou- 
teroit ’enfufte à la fécondé--, ce qui donnerait 1 ' 

■A y 4 - ( B — C ) • p ssfs. C Ay if- Ç A p = X. ’ - 
Cela pofé , foit Gy 4- Cp = s fcc G s y 4- C Ap = a s ; l’équation précédente de- 
viendra Ay 4- ( 5 — C,i^4-aj s=|Y.'II eft tlair qu’elle ne feroit qu’un cas parti- 
culier de celle que nous avons intégrée dans l’article précédent, fi Ay 4- [B — G) ■ p 
é^oitua multiple des. Je fais donc Ay-\~ ( -rC ) -p ** 1 E s =Cfcy 4 v ( F. p ; 

d’où qe tire A=Gr., B G = C E ; fcc par conféquent C = B — Ce, 

E étant donnée par l’équation du fécond degré A £ e H- Ce 1 = O. 

L’équation E s 4- M= J à laquelle nous avons réduit la propofée , donne, 

çn faifant pour abréger 1 — E = R , s == R* f c -+- 2' 'Y 

Or fi nous nommons K 1 , Elles deux valeurs de e, fcc Ci,£a les deux valeurs de G, 
si , s ï les deux valeurs de s, correfpondantes , nous aurons Us deux équations 

C 1 y+~ Ç ' p — s 1 , C ■+■ Cp = s i ; fcc éliminant p , y = . 

Le cas où les racines de l’équation du fécond degré font égales, fe reYoudra par 
la méthode de Dalciïibftt,: expliquée dans l’article cité; celui où les racines foin 
imaginaires ne peut non plus foufflir de difficulté, apiès les ÿtails où nous 
foijimes entrés à ce fujtj. Si on eut propofé l’équation A t^- 4 -Æ iy -+- C iy"—X; 
i caule de y = y 4- A y,y“^y 1 A y 4- A x y, on auroir eu *• 

( J 1 4. 1 ! 1 4 - t'i ;i )- 4 -(Sl + 1C1 ) Ay 4- C 1 A 1 y = X, 
équation qu'on téfjudra en faifitnc dans l’intégrale précédente 

A — A 1 4- B 1 4- C 1 , Æ = S 1+ 1 Ci, C=Ci. 

(311). Étant propofée l’équation du troifième ordre 

A y 4 - B a y 4 - 4- U * X x 4 

en fe a a y = p , a p~q, &c on aura les trois équations . t 

, a y — /> — o, A/» — q == o,. A y 4- B p-+- Ç7 4- D Af *=■ X. 

.’ 1 l 
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Je multiplie la première par C, la fécondé par C', put* je les ajoute toutes les 
trois enfemble , ce qui donne 

A y -4 - ( Æ — Cj-/>-+-(C — C')-q-î-Cty-\-C A/7-4- D *q—X. 

Soit C y -4- C' p -4- D q = s & C A y -4- C' A /> + iJAj=Aj;j 
l’équation précédente deviendra 

A y -t- ( B — C ,1 • /> -4 -[C — C') • q - 4 — A s = A' , 
qu’on intégreroit facilement fi Ay-\-{B — C)-p-t-(C — C') • q étoit un multiple 
de s. Je fais donc 


A\-\- ( B — C ) • p -+- ( C — C') . j = Ei = C F. y - 4 - Cep -+- O Bq; 
d’où je -tire A — C E , B — C = C' e , C — C'=Z?e; 

5t par conféquent C = C — De., C = B — Ce -t— Ch 1 ; 

E étant donné par l’équation du troifième degré A — B E - 4 - C E 1 —D E* = o. 
Nommons E 1 , E 1 , E 3 les trois valeurs de E , & C 1 , Ci , C 3 ; C' 1 , C' 2 , C' 3 ; 
s 1, s 1 , f 3 les trois valeurs correfpondantes de chacune des quantités C, C' & s ; 
on aura les trois équations 

f ty-i-Cip-+-Dq=s i,Civ-4-C'i/7-4-Cî = si, Cjy-^-C }p + Dq=s^, 
On en tire vifiblement 


( e ‘ — C »).y-+* (C 1 — C'i) p=s 1 —si, (C 1 — f 3J J'-d- fCt — C'3)/7=si— s 3 ; 
5 c les ôtant l’une de l’autre après les avoir multipliées , la première par Ci — C 3, 

(» 1 — »3)(n — r>)~ (Ci— C'a) (x » — j 3) 

! («i— î'3)— C3K™ *— • *)' 


la fécondé par C 1 — C' 1, on aurais 


5 i on eût propofé l’équation A 1 y B 1 y C 1 y 1 + 5 i = A , on 

auroit eu , à caufe de y' = y -f- a y , y" = y -f- 1 A y -4- A 1 y , 
y" —y -4- 3 A y -4-3 y , l’équation 

(>di- 4 -^i- 4 -C’i- 4 -Z>i) > y- 4 -^ 5 i- 4 -i< 7 i- 4 - 3 ZJi)Aj 7 -j-(Ci-+- 3 £>i) 

A‘jr -4- D I A»^y = A, 

qu’on réfoudra en faifant dans l’intégrale précédente A — A\-\-B 1 -4- C 1-4- Z>l , 
B = Bi-i-iCi-t-jDi, C =ea Ci -f- 3 D 1 , D — D 1. 


En général , fi on vouloit intégrer complètement l’équation de l’ordre n , 
A y -4- B a y -f- C a 1 y -4- &tc. == A’, 
on commencèrent par réfoudre l’équation du degré n, A — B e- 4 - Ce 1 — &c. = 0, 
&£ nommant El, El, &c. les valeurs de E , R 1 , R 1 , &c. les valeurs corref- 
pondantesde R — 1 — E, si, si, hic. celles de s qu’on, trouvera eu mettant 

dans sr= /{'■ -4- x ^ pour R fucceffivement R 1, R 2, hic. , 5 c pour 


c fuccefiivement c t, ci, 6>c. , ccs lettres défignant différentes confiantes arbi- 
traires , on aura y = (A si-t-(Zf)si-4-(C)s3 -4- Scc. , 

(A ), ( B ) , (C), 6cc. étant des co-efiiciens conftans faciles à déterminer. 


\ 
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De plus , il eft clair qu’on trouvera la valeur complète de y dans l'équation de 
l’ordre n , 

Aiy-hBiy'-t-Cij/'-h Sic. — X , 
en faifant dans la valeur de y que nous venons de trouver 

i 4- Æ i 4 - Ci ,4- Scc. ,Æ = .Bi-f-iCi-+-3Z>i-»-5tc. ; 
C = C i 3 D i -t- Scc. Scc. 

(31a). Moivre appelle fuite récurrente (n°. 9 3) une fuite dont un terme quelconque 
eft égal à un certain nombre de termes précédens multipliés chacun par un co-effi- 
cient confiant ; Sc il a donné le nom d’échelle de relation à l’afiemblag; des co-effi- 
ciens confiant qui fervent à former la fuite. D’après cette définition , fi la fuite Sic. , 

'y>'y>y>y>y ’ ,elle l y +■ B i 7 "=o, 

e'ile fera récurrente ; St une fuite femblable étant propofée , on en trouvera faci- 
lement le terme général par la méthode précédente. Soit pris pour exemple la fuite 

1 4- » {» 4 - » {' 4 - 6 -4- 10 4 - »» t 5 4 - 4 1 C "*■ 86 l s Scc. , 

qui eft le développement de la fraQion rationnelle ^ — ^-p. On aura, en 

nommant y le terme général de la fuite numérique 1 , o, a, », 6, Sic., Sc 
'y, "y les deux termes qui précèdent y ; on aura , dis-je , y = 'y ■+■ i r y ; cette 
iuite eft donc récurrente, Sc a pour échelle de relation 1 4 - ». Au lieu de 
l’équation précédente , j’écris celle-ci xy 4 ry' — V *=> o , St tout fe réduira à 

faire A = 1 , B = I , 6’= I , X = O , dans l’intégrale complète que 

nous avons trouvée (n°. 310). On formera d’abord l’équation du fécond degré 

1 4- E e 1 = o , d’où l’on tire E I =* » , E 1 = — 1 , St enfuite C 1 = 1 , 

ç i i, Jî isa — 1 , S — ■ a. On a suffi , en nommant e 6 té les deux 

confiantes arbitraires qu’il faut ajouter en intégrant ,n=as(-i)',u = ii'; 


donc y < 


■ (-■y-** 


Pour déterminer les deux confiantes arbitraires, je 


remarque que x=*o doit donner y = I , Sc que x— I doit donner yz=o, 

on a donc les deux équations 3 = a i, — a — tl=: o , d’où l’on tire 

f, — 1 St az=- ». Il eft clair maintenant que la fuite propofée a pour terme 


général 


ou mieux 


a'tfc » 


Sc l’on prendra le ligne 4 * 


lorfque * fera pair , Sc le figne — lorfqu’il fera impair. 

Je prendrai pour fécond exemple la fuite 

, 4-83 4-» 7 £ l 4-64t‘4-i»St*4*»>6t’-+'& cc * 

qui a été développée de la fraction rationnelle - ^ Or je vois qu’en 

nommant y le terme général de la fuite numérique 1 , 8 , 17 , Scc. , &C 
'y , "y t "y , '"y, les quatre termes qui précèdent , on a 

y—\'y - 6 y 4- 4 

c’eft-i-dire. 
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c’ert - i - dire , que cette fuite efl récurrente , St a pour échelle de relation 
4 — 6 + 4 — l. On a aulft y — + y' -+ 6 y" — 4 y'" -f-jr" = o, ou 
A* y=z. o, qui a pour intégrale complété -+- bx-t- ex- -+ dx*. Pour 

déterminer les quatre confiantes arbitraires , je remarque qu’en faifant x fuccef- 
fivement égal ào, 1,1,3, on a P our les valeurs correfpondantes de y, 
1,8, 17, 64; St que par conféquent on a les quatre équations 

a — - — 1,8 = a + b + c *4* é , 17 a + L b ■+• 4 c + 8 d , 
64 = * -+ } b +- 9 c + 17 d; 

d’où l’on tire a = 1 , b = 3 , c = 3 , d == t. On trouve donc de cette 
manière que la fuite propofée a pour terme général (i-+-ur)t{ r . 

( 313 ). Nous avons tâché de donner dans ce chapitre une idée générale du 
calcul intégral, St nous y avons tracé le plan que nous nous proposons de luivre 
dans la fécondé partie de cet ouvrage. Nous traiterons d’abord de la méthode des 
quadratures, ou de l’intégration des formules différentielles qui ne renferment qu’une 
feule variable; car le principal but que l’on doive fe propofer , efl de ramener à 
des intégrations de cette efpèce toutes les queftions qui dépendent du calcul 
intégral. Nous nous occuperons enfuite des équations différentielles. Il y a, 
comme nous l’avons remarqué , deux méthodes bien diflb'ûes de les intégrer ; 
1 une confiftedans la féparation des variables ; l’autre i rend e exaéles ces équa- 
tions différentielles , en les multipliant par des faéleuts convenables. Cette fécondé 
méthode conduit à des équations aux différences partielles auxquelles il efl queflion 
de farisf ire. Mais ce n’efl pas cela feul qui nous a déterminés à traiter ce genre 
d’équations avec quelqu’étendue , puifque nous avons fait voir qu’il n’y avoit 
point d’autres moyens d’attaquer , avec efpérance de fuccès , la plupart des 
problèmes de phvlîqtie , principalement ceux où il efl queflion du mous'ement des 
fluides. Les intégral.! complètes des équations aux différences partielles, ren- 
ferment toujours des fondions arbitraires qu’il s’agit de déterminer par les condi- 
tions du prob êine; pour parvenir à ces déterminations, nous avons été conduits 
â des équations aux différences finies; ce roifuine genre d’équations efl de plus 
d’un très-grand itlâge dans la théorie des fériés ; nous nous en occuperons dans un 
chapitre particulier. 

Mats avant tout , il efl néceffaire d’expofer les principes fondamentaux de la 
méthode des variations, qui efl la plus générale qu’on ait encore imaginé pour 
réfoudre les problèmes. Quand même cette méthode n’auroit fervi qu’i réfoudre 
généralement toutes les queftions relatives à celui des ifopérimètres , ce problème 
eft fi célèbre, que nous ne pourrions pas la pafler fous filence. La fohition que 
Jacques Reriioulli en donna en 1701 , efl un des plus beaux ouvrages de ce remps-là, 
lîrook Taylor ne fit que la copier dans l’Ouvrage , imprimé en 171^, qui a pour 
titre : IWethodus incrcmtntontm dirtcla & inverfa ; 6c perfonne n’avoit ofé aller 
plus loin, lorfque Euler s’occupa de ces fortes de queftions. Ce grand Géomètre 
publia en 17441m Ouvrage qui a pour titre : Mcthodus invtnitndi limas curvas 
tnaximi minimivt praorietate gandentes , fivc folutio probUmaùs ifrperimctrici laeifli-na 
ftufu accepri. Cet Ouvrage, qui efl un chef-d’œuvre, paroiffoit ne rien la 1 (Ter 
Parut I, A a a a 
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à defirer; cependant Lagrange, dans le \ ’.ime «les Mélanges de la focié’é de 
Turin, qui parut en 1761, donna une rm ce de téioudie tous les problèmes 

de ce genre, qui lecuulmfit à des remit. ns e'<re plus généraux. Il eft vrai que 

le Chevalier de Borda , dans un Mémoire imprimé dans le volume de l’Académie 
des fciences pour l’année 1767, démontre que . ar la méthode d Euler, on pour- 
roit arriver aux mêmes réfultats ; mais cela n’ôte rien au mérite de l’Ouvrage de 
Lagrange, comme on le verra bientôt. 


CHAPITRE IV. 


De la Méthode des Variations. 


( 314 ). J_/ES théorèmes que nous avons démontrés n os 117 & 11S feront 
encore vrais , fi au lieu de fuppofer que les différences font finies , on les luppofe 
infiniment petites. Nous aurons donc S'd { = d <f { c’eft-à-dire que la variation 
de la différentielle d’une fonâion quelconque, eft égale à la différentielle de la va- 
riation de la même fonftion. On tire de - là 

? & = d s- i \ = d' 1 r d r d' [ = <r î i \ =* ù 

t d* 1 = d î d ' { = d 1 1 d 1 1 = d ' J ’ d 1 = d* 1 1 , & c . 

Nous aurons aufli S'fCdx=fi'(Cdx), fCdx étant une formule intégrale 
quelconque; & par conféquent tf/Cd x l =fffC d x l =// 1 ( CJx 1 ), Sic. 
Fontaine eft, je crois, le premier qui ait remarqué ces deux théorèmes; 011 les 
trous’e dans la folution qu’il a donnée du problème des tautochrones en 1734» 
mais ce n’a été que quatre ans après qu’il en a fait l’ufage que nous allons 
voir. 

Soient Mdy-i-Ndx deux termes de la différentielle de p; fi nous nous 
fervons de la caraélériftique d pour marquer la différentielle d’une fonélion quel-i 
conque prife en ne faifant varier que y,tide/Ndx pour délîgner l’intégrale de 
N d x prife par rapport à x feulement; à caufe de d f N d x = J' à (N dx), 
nous aurons pour la différentielle de fNdx, en ne faifant varier que y , 


f-^y d y dx ou d y f^sy d x 


puifque c’eft par rapport à je feul que 


^intégrale doit être prife. On démontreroit de la même manière nue la différen- 
tielle de / M dy, en ne faifant varier que x , eft égale i d x J dy. 

Mais dy A , A étant une fonSion de toutes les variables qui entrent 

dans J, exiepté y ; on a aufli J'N dx R , B étant une for.âion de toutes 
les variables qui entrent dans 3 excepté * ; donc J Al dy -f- A =/ A' d x -4- B. 
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En differentiant par rapport à y , 6c divifant par dy , on tire .de cette équation 

/ * d N d B 

— d y- dx - f- ; differentiant cnfuite par rapport à * , 6c divifant 

par dx , il vient •~ d ~- = Fontaine auroit pu déduire le théorème précé- 

dent diteâcment cfîi fien de la manière fuivante. Nous nous fervirons des deux 


caraâérifliques d ix » , pour défigner deux manières différentes de différentier 
une fonction quelconque , l’une en ne faifant varier que y, l’autre en ne faifàt'.t 
varier que *,1 6c uou,s, aurons d 5; = M dy 4 î { = A ’ d x. Mais é , d{=idé'j; 
donc i ('RT tty% — ~&X M d x ) , Oit , Ce qui êft la même choie , » 

dM , dN d M H N 

•77 ^xjLy. wx.rgy Jiy d Xf dou.UD jxxrjy. -’-r » 

Après cette courte digrefîion occupons-nous du problème de trouver la variation 
d’une fonction quelconque. • 1- « j , . r 

( 3x5). Nous remarquerons d’abord que lé calcul différentiel & -celui dea 
variations- diffèrent ertetrrelleflieiv; de premier «ft , comme on lait f «ffu;etti à des 
lois fixes 6c invariables ; celles du fécond font arbitraires. Dans le calcul des 
variations, diC peut fuppûfer 'qu'une ofdondéd virié , q'ùoique l'abfïiïle corrcf- 
pondante relie toujours la même ; qo peut m faire varier qu’une certaine por- 
tion de la courbe , &c alors on n’attribuera de variation? qu’aux ordonnées qui 
y répondent. Du telle, le calcul des variations a les 'mèmès tègles qùè lê calcul 
différentiel. En. effet , quelle que-foit la différence, marquée par d y fi elle efl infi- 
niment petite , on aura d . xy = y d x -+- x dy; ; donc , d étant toujours la 
caraélénÇiquf du calcul différentiel 6c «P- delle chrcnltwl dfî variations , on -doit .avoi* 
d . xy =y d x •+. x d y 6c A . xy <s=y tx -f- xfy ; 
à moins que la variation de la rélation ne foit telle qu'on ne doive attribuer 
aucune variation à l’une des variables f à x par exemple , ce qui réduira la va- 
narioîV de xy à * J'y : En généril , étant donnée la différentielle d’tthe- fonction 
quelconque , fi on demande la variation de cett* fociclioi).,..il.fuiïira de changer 
un d en f dans chaque terme de la différentielle ; à moins que par l’hypnthcfe 
il-nfy'aSt'cèftaibcs quantiféé'q'ui lie doivent pa"s va'per j ce qui rendra nuis certains 
termes ; ou que cette hypothèfé ri’extge de faire varier d’autres quantités qui, 
dans l’cxprifTion de la différentielle, (on^, tegardéest comme confiantes, ce qui 
donnera de nouveaux termes , qu’on trouvera aifément' fi l’on cherche la diffé- 
rentiel'e de la. fonâifin prgpofée en regardant -ces .quantités comme variables. 
Cela pôfé^ on demande là variation 'd’une fonction quelconque C des variables 


y, x., 6cc. 6c de' 

■ dx 


: ï’'ïî— r ’ 


( 316). Si nous fuQpofgns % % , 

fi =- Af dx ■+■ A fl y P J p -4- Qdq'^ Rd r S d s -p. 6cc. -p- 8<c. 

£c que la variation de la relation affeéle toutes ces variables , nous aurons 
i î — AI fx -p. A t y -+- t fp ■+• Q f q ■+■ R*l r Aa H~ 6cc. “f- 6cc. 

1 O 
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U ne s’agit plus que de trouver Fp , tq, Fr, Is, 6tc. A caufe de 
dp 


F 


</ X 

y 


dx' 

dx 

■i 




• 

d x fd p — d p î d x 

d£p — tj d & x 


r 

dx 

> 



d x 


. * 

d <, 



dxïdq — dq&'dx 

d i'q — r d i . r 

. 


dm 

> 

• P 

dx m - . 

</*• i> ;c 


•/ ’i 

d r 

f, 

i'j 

d x S' d r ’ — d r ïd x 

dit — tdFx 

•j 0 ’ 

. ’f 

dx 

> 

, ii j 

dx* 

d A 




&i ai n fi des autres. U‘ ne fera pas au !H facile de trouver lavariationde la for- 
mule intégrale jCdx. 

On a FJCdx=xTF(Cdx) = / ( dx F C 6d.fx ). 

Mais / C d F x = C J as — fdiFx; donc . 'I» n. r: 

tjCdx = CFx -p J (d x F Z — dCS'x : y=3'Ctx - 4 _/[.V (dxFy — dyFx)-4~ 
P ( dx s p — dpfx)- 1 - Q{dxc r ? — d fïx) ■+. 5cç,,4, v 

En fa ilant , pour abréger F y — p Fxxxdy, &iC. il, vient 

4 x fy-dylxz=;dxdy, f . M f J . • , . 

dx Fp — d pFxx^dFy — pdFx — dpFxX^d {Fy — p $ ddy, . > 

, r I) ■* v 

ixtq—d*r*^dFp, -r- qdf*j- i f . x ) ^=tÂ \ j- x d d y) » 

&Lc.-,àoncFfCdx=CFXr*-f[Ndxdy+Pddy.+ i QdÇ^-J- d dy^ +&ÇC. -+-&C.J 

De plus, on trouvera par une transformation dont nous^ avons déjà fait ufage 

fPdiy^rdy—fdP&y, 

W (h ■“?') = j-r QJ ‘ï— Q^y— 

f-ydij+fd(±J<i)iy, 

/*'( - 7 T J (l'r ii r)) = -77 Ri ( ~ > 

/»«*’(• ■h ii ~y)=h RJ {h “f) -'#** "y H - 

PP(.n JK ) i 3-f J ( L r,FÇr^ R ))^- m 

On 
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On aura donc, en lubflituant routci ces va'eurs, 

1/CJ X = conflante4- f[ ( N - ^dP^-L d Çj-dÇ)') — 

5^ d Cjî d (ïï d R ) ) &c - ) •+• &c - ] 

-4- 4- ( P — -*~i^ c d ( s àz: dRS ) — &c -) Sec; 

4* ^ Q — <f Æ 4- Sec. ^ </d jr -f- 6 cc. 

+ ( * — &c ) ^ ) •+■ Uc - &c - 
En faifant dx confiant, l’eapreflion précédente devient beaucoup plus (impie, 

&<■ on iJ'jCdx = confiante 4- J |" ^ S ~~ d P -p- 1 - d 1 Q — 

d' R -j- ôcc.^ <f •* A y -+. Sec. J 

4- C t x -f- Çp — d Q 4 - — * — d 1 R — Scc.^ d y 4“ 8 tc. 

4- (Q — -j-dR-+- kc.^-^ddy -+- &c. 

4- ÇR — & c.^ —■ ' — d 1 d^ -+- &c. -t-'&c. _ 


Nous repréfenterons l’une & l’autre expreflion de la variation de fCdx par 
, f* -+- n -f- confiante , en défignant par J'-* tous les termes qui font fous le 
figue intégral , & par n tous ceux qui font hors du ligne ; &t il efl à remarquer 
que J * n’eft plus fufceptible de réduûion. 

( 317 ). Si fCdx doit être un plus grand ou un moindre , on aura 
f ■* - 4 - n 4 - confiante = o , ou f-V — ri =» confiante. La confiante doit être 
égale à ce que devient n lotfque f<ir = Q\ d’où il fuit que fi nous nommons fn) 
la valeur de tl au commencement de l’integrale /’♦, nous aurons /S'-t-lI =(n). 
De plus, fi nous donnons hflr une certaine étendue déterminée , en nommant [ri] 
ce que devient n à la fin de cette intégrale , nous aurons pour l’équation du 
maximum ou du minimum J-Ç -f-[n] = (n). 

Soient a , b , 6cc. les valeurs de x, y, &c. au commencement de l’intégrale f S', 
& /, g, 6cc. les valeurs de ces eo-ordonnées à la fin de la même intégrale» 

On peut fuppofer que C renferme u,t, &c./, g , ôcc. U. même les rapports 

di — k' J 4 1_ b» t* c d S — J d P t— J' &C & c 

t, , txc. — = g , - if = f , otc. NC. 


Or, quoique ces quantités foient regardées comme confiantes dans l’expreflion 
de la différentielle de C , la nature du problème peut exiger qu’elles aient unç 
Punit /, B b b b 
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variation ; alors K contiendra léceffairement des termes de cette forme 
A l'a -4- Blb -f- B 1 S- b' - 1 - b lb" -+- Stc. -f- F If -f- G t g -H G' Ig -+* 
G" l g" -f- Stc. 

^ 5 & c> /■ G , Stc. étant des fonctions de toutes les quantités qui entrent 
dans C. Il fuit’ delà que fdxlS peut contenir les termes 

lafAdx lbfBdx-\- Sic. - 4 - lffFdx-\-lg/Gdx -+-&c.; 

en forte que <i l’on nomme (A), (B ) , Src. ( F ) , (G) , Stc. ce que deviennent 
les intégrales fAdx,flldx, Sic. fF d x , / G d x , Sic. (prîtes de mamcre 
qu’elles foient nnlles lorfque x=a,y = b , Stc.) lorfqu’on fait x^f t y —g> Sic. ; 
au lieu de l’équation préccédente , on aura celle-ci 

/*-Hn] H- ( F) ff (G) Ig 6tc. = (n)— (A) la — 

( B ) lb — Stc. 

Donc , en nommant (C) , (P), (Q) , (P) , Stc. ce que deviennent les fondions 
C, P, Q, R, Sic. lorfqu’on fait x = a , y = b, Stc. & [C], [P], [Q],[P]> 
ce que deviennent les mêmes fondions lorfqu’on fait * &c.; nous 

aurons pour Fécjuation du maximum ou du minimum f 

/* = ko - mi ^ n- k ( J- d ' <*))-&« ■] d *-(*>** + &c - 

+ M)-j- a ‘W + Scc .]~- t dAb-(B')*ï-i*tkc. - 
-4- [(*) — &c .] 1 J d i ) — ( B> ) l b» &c. 

- ira + (p)i if- t[p] - ra -t- if* (jf im ) -8£c] d S ~ {G) <ff4 - &c * 

— [CQ] — jyd [P] - 4 - 8ce.] ^yd d ; — (G*) lj — &c. 

- [[p]-&c] y f d — (g*) *t - 

f ■ 

Au premier point de la courbe dont la propriété eft que fCdx foit un plut 
grand ou un moindrt, répondent les co-ordonnées a, b, Stc. au point fuivant 
répondent da, b -+■ db , 8tc. St ainfi de fuite jufqu’au dernier point 

auquel répondent les co-ordonnées f , g , Stc. Or , comme la variation de 
chaque point eft entièrement indépendante de celle de tout autre point ; l’équa- 
tion précédente doit donner d'abord =o , qui a lieu dans toute l’érendue de 
puis elle doit donner ces deux fuites d’équations déterminées , dont les unes 
appartiennent aux premiers points f St les autres aux derniers points de la courbe 
en queftion. 
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W • • [CO— C' 1 )] ^ + K /o — j- ^ CQ) ■+* 7; (/i C R )) — &c ■] d *— &c - = 0 « 
(*) [(Q) _ J- rf (R) + &c ^ a d * — (£ v*' -v &c. = o , 

(0 [(r) — & c.] rj{h iAt )~ ■ + - &c=0 - &c - * 

(*').. [[CRCOl tf+ u p ] — ly [Q] -+■ Tf J (r/ w) -&e]df+(C) «ff-+.8tc.=:o, 

(S’) ....... [[Q] — J-f J [ R ] ■+■ &c -] C G ') **' =0, 

(c') [[R] — 8t°0 jj* ( a -y <«•«)-*• (GO * «* ■+■ &C. = o ; &c. 


S’il n’y a pas de relation donnée entre x , y, txc. les variations de ce* co-or* 
données feront indépendantes l’une de l’autre , & l’équation *= o donnera 

(*) c ; ; 

il y aura autant de ces équations que de variables moins une, qui efl celle dont 
la différentielle première cft le dénominateur des rapports p, q , &tc. &c. 

( 3 18 ). 11 eft 1 remarquer que ces équations font celles qui , comme nom 
l’avons démontré (n°. 140), feraient identiques, fi St ix étoit la différentielle de 
quelque fonâion de l’ordre immédiatement inférieur. Dans l’article cité , nou* 
avons fait pour Amplifier dx confiant; en U fuppofant variable, nou* aurions 
trouvé dans le cas où C ne renferme quej', x,p, q : 

: »-&&[ ' ~ ’ ' 
JL d C — d O } = 4 - d ( ' ; 

dx a v d x ^ J dx \ dx dp J t • 

& par conféquent N d P + ±d Ç J- d O , Uc. 


(319). Mais fi, en ne fuppofant que trois variables .y, x, u, il exiftoit 
entre ces trois variables une relation tell* q u * l’on eût xdy -+■ Cdi t *+* udu = 0 , 


on auroit aufli a ly ■+■ C t~ x -+- « ^« = 0, &/**» — J" 

Kepré (entons l’équation = 0 par n djy +* n'd » =* o ; & dans iy= ly —p fx , 
d uzx^i’u — />'!'*, mettons pour t x fa valeur; cette équation deviendra 

(nC+n«/+nL/) t'y -h (p*/> ■+■ n' C-t- n'»X) lu =* 0. 
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Au lieu des équations il = o, n' = o, nous aurons celles-ci 
n C -+• ri a p -4- n' a / = o ,, n » /> -t- n' c 4- n' « />' = o. 

En général, il faudra réduite les variations t y, t x , fcc. au plus petit nnmVe 
poflible , & égaler enfuite à zéro le co-eflicient de chacune de c< Iles qui relient. 

( 330). Nous ferons fur les équations déterminées a , b, c, fcc. d , b', c, fcc. 
les mêmes remarques q.ie fur l’équuion ♦ = 0, relativement à l’indépendance 
mutuelle des •variations des quantités a, b , fcc. f , g, fcc. lorfqu’il n’y a pis 
entr’elles de relations données. Si, par exemple, la feule co.idtt.in étoit que 
la courbe pourlaquelle / Zdx doit être un plus grand ou un moindre, fût terminée 
par deux courbes données; à l’exception des variations ta, tt, fcc. qui, 
appartenant à la courbe qui parte par le’ premier point, ferment necertairement 
liées entr’elles par l’équation a, & des variations t f, tg, fcc. qui, appartenant 
P la courbe qui parte par le dernier point , feraient nécertairement liées e-itr’elle* 
par l’équation a';, on égalerait à zéro le co-ethcient de chacune de celles qui 
entrent dans les équations i, c, fcc., h' , c , fcc. 

. r >' . 1 * . r |s 

Si le premièt point de la Courbe eft l’origine îles co-ordonnées, les quantité» 
<t,è,fcc. feront nuiles,& les termes (<V) ta, (H) tb, fcc. n’entreront point dans 
les équations a, t , c, fcc. Mais ce premier point n’érant point fuppofé fiee , les 
co-ordonnées x , y , fcc. auront en conféquence une Variation en feh contraire 
de celle qui cil relative au mouvement de tout autre point , ce qui introduira 
dans tC les termes . — M t a — A : tb — fcc. Nous avons reprélenté par ta , 
tt, fcc. les variations de x,y, fcc. qui font dues au mouvement du premier 
point, comme nou» repréfeaterons par tda, tdi, fcc. celles qui feront dues 
au mouvement du fécond point,. & ainrt des autres; on verra ailément que la 
variation du premier point ne doit i .Huer en aucune manière fur celle des rapports 
p,q, fcc. Ainrt, pour avoir les équation* déterminées dans l’hypothèfe aûuelle , 
il fuffira d’écrire dans l’équation a, au lieu de {A), (5), fcc. ce que de- 
viennent les intégrales / — Md r ,f—Ndx , fcc.,. prifes- de manière qu’elles 
foient nulles lorlque/y, r, fcc. font chacun égal à zéro, lorfqu’on fait x => f, 
>y œjf, fcc. ; fc d’effacer dans les équations t , c , fcc. les termes ( B' ) t b ' , 
^li”)tb’' , fcc. Telle eft à - peu - près lâ.folution que Lagrange a, donné (Je ce 
problème ; on va voir que celle de Euler conduit au même résultat. 

(331). Si on veut que la formule intégrale f C d x ait toute l’étendue dont 
■elle eft fqfceptible , on fer^ ,, . . ; . 

/C dx = fcc. + 1 "Cd "V-f- "C d "x 'Cd'x Cdx C dx' + C" d x" -f, 
C'.dx' -t- fcc. ; 

donc , à caulé de t(Cdx')=xdxJ'C-+-Ctdx, on aura 
iT/C dx— fcc. -3- d" x t'" C + £' xt"t+-d' xt'C-+- dxtC + dx' tC 
d x" t C" ■+■ dx'" te" -f- fcc. -*-"’Ctd'"x -3- "C t d" x+'Ctd' X -t- 
cfdi+c tdx'+ e*tdx" +c" tdx"' -t- &c. 

Mais 
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M*if td x zxztx^ — ; en faifant ces fubfiitutions , la fécond* partie de 

1 expremon p-ecédente deviendra ' 

&e. - '"Z ?" x _ ( "C - '"C )?'x — (;c - «y/ — 
(C'-C)lx'-(C'- O - ( C" - C".)/*'" 4- Cl' tx" + &C. ; 

& nommant a lWcifle qui répond au compjencemqnt de-.fiZd x y f celle qui 
répond à la fin de la même formule intégrale, (C) cp que devient C lqrfque 
x — *, [C] ce que devient la même fnnciiorT-lorfcpt -te -onVoit que 
cette même féconde partie n’eft autre chofe que ' 

- (C) /- + [«]/•>' li&e. — /-C>le — _ JCtx- 

d C tx" — dZ" tx'" &c, . - 

Au lieu de hcc, — d" Z l" x — hcc. , on peut écrire 

hcc. — /" C?" x — i- hcc, — &c. — d '"C t d'" x — hcc. , 

cit"x**'"x d’" x, U. ainfi de* autre*. De t pli i y fr pour fimplifiér nou* 
fuppofms d x confiant Ici différentielle* hcc. d"'x, d" x , hcc. feront chacune 
égale à d x , hc on aura , 

1:, -• T *. • t| _ . - ; 

— & c. — d"' Z t d"' x T- &C. = 4S Çcc.rtr"'Z d x 4 - hcc . } — -, 

f ' ■' u- *' * -* 

TT '/«'*=-. o; . 


la raifon de cela efi que' cette. formule intégrale’ ayant par l’hypothèfe toute 
Tétendue dont elle efi fufceptible, & différentielle doit être nulle. Donc enfin 

//C d * =a — (C)h-ir[C.]tf + hu.*dx ?"C — d"' C t"'-* + dx?’ C — 

d" Z t" x d x ? C — d' Z t!x ^.dxtZ— d C?x -+. dxtC, dC* /*'-+- 

dxtZ" dC" lx"-t~dx ter — d C! r> 6tc. 

Je fuppoferat - l; 

d C = Md x -f- Ndy+Pdp -f. Qd^ + Rdr-t-hcc. + hic.: 

. . S -i-/t T y — - — f • u - • . ; 0 

d ou je tire 

tCemM*à+N J fy\jJ‘Pr/+ Q*‘f+A~ïr + tic.'l ' 
le j’aurai par conféquent -• '' ' - r 

- ' U 

dx t Z dZlx = N (d x t'y dytx)-+-P(dxlp — . d/> é'*-) _f. 

Q_(dx tq — dq tx ) R (d x tr — d/3 fat) -f- &tc. -+- &c< 

En faifant comme ci-deffus ty ptx s d y^ hcc. il vient 

JÙ ^ 

*‘* J ' C ~ J Ztx^Wdxdy + Pddy+^Qa l (ly-+-^ T Rd>dy+hGc.-i-hçç.i 
Pvn,l. C c c c 


zBiî D v ' c a i ; e v v » i p p i a s w r i r i 

& , à câùfe de ' . 

d Ay Ay' —Ay, y ... ... , 

* d u dy= Aÿ > ^làfy''Â-Ay, 

*:<i y=s à y "—j ty-t- 3 <*y — d .r. *«• 

je poilrrai fransfofnqer l’eipreflion précédente de d x t t. — en celle-ci 

( ■:•••- . ■ , • t v ' »• r 

)iy + : * , 

• ■. .v'i si .ii. - -i! - -U ■; ; 

(^Q-jh R ± Uc ‘') d y , + 

, ;, - ■ * . A H> Sic,- ) dy"'-*- fce.j - 

1 « co-eflficiens numériques font-,' d rus la fécondé ligne les nombres naturels \ 
dam la troiftème* les nombres triangulaire* , & ainfi de fuite. 

(jjl). Je fais pour abréger 


» V. 

• a 


• K du — P A 8té. == N;, T— ji ÇA- &«• — T , , &e. ; 

& parce que « - * “ ' v * . 

j x tC^— dUx = NfiyA- P} d>y ■+• Q,iS A-P,Aÿ" -4 -&«• *+• &c - i 
fai S-fCdx=>— *4- [C] AT -4» 

M ’N, «r" y a- '" P, ü'y -+- '"Q&yA* A y -4- - 

-/ A-"N A" yA- n P,A' yA-"Q.,Ay 4-"«, d y + &c - ■' 

'.ss- -H- W d'.y -t- 'P, iy A-i'Qi Ay A- &*• 

•+■ N t Ay -+■ P, Ay' -+- Scc. . 

-t- N' Ay -f- &c. &c. 

' . ... Vf. • " .j • ’• \ 

On remarquera que ■+■ 'P, -+- "Q , -}- "‘P, ■+• fiée- 

+‘ P -i- x ( t+db IR -^ 




• ~ v ; > - ..} •„ 


que IV,’ -t- é», 'Q, -+- •K^.ni^N.‘.ix*~iPAr * 'Q - jjr '* '**»■**• > 


Digitized by Google 


«T DU CALCUL INTÉGRA t.‘ tJ r 

&t ainfi d* ceux qui fuirent. Mais pour fixer les idées, fuppofons deux rariables^ 
& x feulement ; que la fonction C n’eft que du troifième ordre , c’eft-à-dire que 
d f 7= Mlx-\-Ndy Pdp-+- Qdt/^-Rdr; que "'C eft le premier terme, 
& C le dernier terme de la fuite des C. Cela fuppofé , le co-efficient de d'y dans 
lexpreffion de Z'/ C d x , ne fera effeûivement que 'N t -f- "P t -f. " Q — - 

‘Nim--r+- L ‘Q--L . 

-' p -r. 

+ 7-x‘"*-à mR 

celui de d "y fera 

H- '"P, s= *W« — J- »q_ ’ •Rzz’NJx— i'"P+-L J-iVR-i 

ax dx dx ^ dm * 


■+" > r-±'"Q+±'"R 

k "Q + rfir "A - 'R = "Ndx — d"'P jL da'vQ — 

celui de A'" y fera 

l "N i = '"Ndx-"'P+-±'"( 2 — ■^i"'R="'Ndx—d''P+j-d‘’Q~ 

Tx- * '* -~r + h‘'Q—7ï r Q — 7b‘'R + 7b' R — 
£,”R=L"itdx — r 7 ?d>''R-"p+£i JV Q- 

dT* *" R + -k n <^—TP d ' R — 37 "R. 


Le co-efficient de dj" fera 

p : -f* <2. -t-'-R, = F - £ e-+- 7 ^r R! 1 


77-'* 


r-k d <l +■ 77 ,Jr 
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celui de à y 1 " fera 

enfin celui de à y" fera 7? ' =» ■ * , 7?'. 

Rapprochons tout cela , 6 c nous trouverons , en faifant pour abréger 

Ndx d'P -+- -1- d 1 'Q j'r <*> = n, 

pour cette partie de la variation de fî dx % premièrement 

• 4 - '"n d"> - ( "P — £ i'Q-4- "A ) d "> -4- 

-+- *n d "y — 

-t- 'n d 'y 

£("«- Ü '.*) J V— jir-Jto- 

."n 1 ■> + 'n d + ’n d > — ( a - Q + d» "il) i ”j.-i 

fccondennent , ces deux termes n ày -+• n' d y' ; 6 1 troifiémement , 

-4- 

h( < *--k dR ) i ’ , + -^ **?•- 

71 

(^-J. a (2+ e fl) dy+ ( <?_ ^R)“f- + n: <j£ 

Or , dans l’hypothèfe aâuelle "'c7'"x eft la même chofe que (i) fa, Jifl'*' 
U même chofe que [ C ] S f ; on aura donc 

tfidx 
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tftdx = '"nd">-t-'nd>-t-'nd> - 


— "'C/' 1 


-('i-h 


“Q ■+ 


INTEGRAL.' 

■ ndjy -t-n'ciy 

y 


ts? 


» 

d X 

JA" 


— n R 




dx X 


+ o*+(r-i- x d<i+-£ r *'B)i? 


(v-j-p* 

. i?' 


d J 
rfdy* 


, oay- 
J dx 


d'd y» 

</ . r 


(353). Maintenant fi /Cdx doit être un plus grand ou un moindre, on a J'fCJx*=o J 
&c parce que la variation de chaque point de La courbe , peur laquelle ce>te for- 
mule intégrale eft un plus grand ou un moindre, eft absolument indépendante de 
celle de tout autre point; on aura chacun des termes de cette fuite 6cc. ,'ri,n, n',8rc. 
égal i zéro; c’efi-à-dire, que pour un point quelconque, par exemple pour 
celui qui répond i l’ordonnée y , on aura 

'Q — 


Ndx — i P ->r -L d ' 1 

a x 


1 

dx* 


d> "'R = 9. 


Si dans cette équation on met P d P pour ' P , 6cc. 6c qu’on efface les termes 

qui doivent être regardés comme nuis relativement aux autres , on aura 


Ndx—dP-tr- JL d 1 Q — 

d x 


équation qui doit avoir lieu dans toute l’étendue de la courbe , êc qui par con- 
féquent en détermine la nature. On trouvera enfuite , en réduifant comme nou* 
venons de faire, & en faifant ufagede la notation que nous avons adoptée (n®. 317) 
les lût équations déterminées que voici : 


(C) /u -+- [ (P) _ _L d (Q) -f- -ix- * ( /t)] dé =0, 

(Q) 

( 7 Î) = o; 

[«] i/H- ( [P] - -Ij d [ < 2 ] - 4 - 77s- * [^])d8=o , 

La fonûion C n’ayant été fuppofée que du troîfième ordre , on n’a trouvé que 
fix équations déterminées; on en auroit trouvé huit, fi on l’eût fuppofée du 
Partit l. D d d d 
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quatrième ordre , & ainfi de fuite. Cette mé ne fonflion C étant toujours dit 
troisième ordre , l’équation, 


Ndx 


dP ' - d 1 Q- 

d X 


ai R 


efl du fixième ordre; car R pouvant contenir r =-/_L , on doit fuppofer que 

généralement d 1 R contiendra Or l’intégrale complète d’une équation du 

fixième ordre doit néceflairement renfermer fis confiantes arbitraires, que les fi* 
équations que nous venons de trouver ferviront à dércrmii'er. Tel efl la Iblution 
de Euler ; on doit voir qu’il nous fe-oit facile de l'appliquer à un cas plus gé- 
néral , en fuppofant que C eft d’un oidre quelconque, & renferme un nombre 
quelconque de variables ; que même il contient les quantités a, b, b' , ?<c. 
f, g , g', &CC. Nous dirons cependant que cette Iblution ,de la manière que fon 
célèbre auteur l’a préfèntée dans l’ouvrage dont nous avons parlé plus haut, ne 
peut donner que l’équation ■* = o ; que Lagrange a remarqué le premier 
qu’outre cette équation , il y en avoit d’autres qui appartenoient à des points 
déterminés de la courbe; de plus, on ne peut difeonvenir que la folution de 
Lagrange, que Euler lui-même a adoptée , ne foit beaucoup plus fimple. Il nous 
refie à faire ufage des formules que nous venons de trouver ; nous choifirons pour 
cela les problèmes qui ont paru mériter davantage l’attention des géomètres. 

• ■( 3 3 4 )'. Celui de trouver la ligne de- la plus vite defeente , ou la brachy (lochrnne , 
eft un des plus célèbres. Voici l’énoncé de ce problème , tel que Jean Bernoulli 
le propofa aux géomètres en 1697. Deux points A &t B (fig. LXFII) étant 
donnés, lefquels l'oient dahs un plan vertical, &t ne foient cependant ni dans la 
même ligne hontbntale ni dans la même ligne verticale , trouver une combe qui 
pafTe par ces deux points, dont la propriété foit telle, qu’un corps pcfànt de£ 
Cendant le long de fa concavité, mette moins de temps à la parcourir, que tome 
autre ligne droite ou courbe, partant par les mêmes points. Le temps donné pour 
réfoudr e ce prob ême étant expiré , on n’en vit paroître que quatre’fblutions , qui 
étoient de Newton, Leibnitz , Jacques Bernoulli &t le marquis de l’Hôpital. 

Sur la verticale AD je prends une partie A P - — x ; & fuppofant que A M B 
foit la courbe cherchée , je lui mène d’ordonnée horifontale PM que je nomraey. 
J'ai démomré (n°. 195) que le temps par l’arc infiniment petit M p, lorfque la 

. -JIJ *' -s- <ty' ) 

vîterte eft nulle au point A , eft proportionnel à , ou a 

— ; ainfi tout eft réduit à trouver la courbe pour laquelle la formule 


P') 


d’où 


1 * 


intégrale J* ~ eft un minimum. Je ferai C ^ 

tirerai Afc= o, r— ^ ^ ^ i » caufe de Ndx — dP^. o, j’aurai 
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lÿl 


pour l’équation de la brachyftochrone d P = o, ou P ^ =» 

^ ^ ^' 4 t -j étant la confiante arbitraire ajourée en intégrant. Donc 

bi p' *=* * ( 1 -+- p x j > p { = zï ) * VT-* * j ’ cet,e ^ uat,on eft 


celle d’une cycloïde décrite fur une hafe horifentale ^ C par un cercle qui a m 
pour diamètre. 

Ainfi dans un milieu non réfiftant , la brachyftochrone, comme la tautochrone, 
eft une cycloïde; Galilée croyoit que la première étoit un cercle, St ce grand 
homme n’avoit pas trouvé dans la Géométrie de fon temps des fecours fuffifans 
pour réfoudre ce problème. 

( 335 )• Si on l’eut propofé de cette manière: Deux courbes a Ab, mB n(fig. 
LXPIII) étant données dans un même plan, en trouver une troilième AB fur la- 
quelle un corps pelant puiffe defcendre de l’une des courbes données 1 l’autre dans 
le moindre temps poilible; alors les points A St B n’étant plus fixes, on aurait 
pour le point A , qui eft toujours l’origine des abfciffes, St ou la vîtefle eft nulle; 
®n aurait, dis-je, pour le point A , 

[(C) f—Ndx.tb^o, 

& pour le point B , [C] <T/- 1- [/*]dg’ = o. 


En repréfentant par j— & -jj- ce que devient le rapport aux points A & B,ti 
mettant î b — a t* J- g — ~ ff pour d b Sc d g , on aurait , à caufe 
de A T = o,[(C)— ~(P) + fMdx] (P)fb=*o 8 t 


([«]- ïf[P])^/+[/ > ]^ = o. 


Maintenant, puifque P eft confiant, l’équation d C = M d x -f- P dp donne 
f M d x = C — P p-+- cordante; St comme cette confiante doit être telle que 
J'Mdx foit nulle au point A , elle eft égale à ce que devient , au même point , 

C — P p pris négativement ; cette confiante eft donc égale à ( C ) -f- (P). 

Mais l’intégrale f M d x doit être prife de manière qu’elle foit nulle au point A 
St qu’elle ait fa valeur complète au point B ; ainfi la quantité qu’il faut fubftituer à 
f M d x dans la première équation eft 

[<]— T/ [*]-(<) + £-(/’), 

St par-là cette équation devient 
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La fécondé étant toujours ([C] — 7ÿ : [P])é‘/-l-[/ , ]J'g=sO,on tire dé 
l’une St de l’autre ( P ) -jj = [P] & patce que P eft confiant, ce qui 

0 b i'z 

donne ( P ) = [ P ] , on a j-j = jj ; ce”e équation fait voir que la tangente 

AT menée à la courbe a Ab par le point où commence la brachyflochrone doit 
être parallèle 1 la tangente B c menée à la courbe m lin par le point où la brachyf- 

i P 

tochrone fe termine. De plus , C — P p = rr *= — ; donc 

r * r V W(« -t-p ) P 

[ C ] — -jj [ P ] , qui eft ce que devient C — P p au point B eft égal k 

4 g m 

-y; Sc la fécondé équation fe change en celle-ci 
([ p ] = 77 )tfb[P]Pg = o, 

ou divifant par [f] , en celle-ci -jj- = — Nous avons vu (n°. 191) que 

cette dernière équation droit celle des trajeûoires orthogonales ; d’où il fuit que 
la brachyflochrone doit couper la courbe mBn à angles droits. 


( 336). Si on n’eut point fuppofé que le point A fût l'origine des co-erdon- 
nées , & qu’à ce point la vîtefte tût nulle; en nommant « Sc b les valeurs de x Sc 
y à ce point , h la hauteur dont il faudrait que le corps tombât pour acquérir la 
vîtefte que nous lui fuppofons au point A , St foil'ant la gravité = 1 , on auroit 
eu u* =: t* + confiante ; Sc parce qu’au point A , a* 1 h St * — « , on 

auroit eu la confiante 1 k — 1 a ht u = ^ i ■J ( ar-t -h a). Donc dans 

l’hypothèfe préfente , la formule intégrale , qui doit être un minimum , eft 


/ 


1: 


• i x V ( ' -t-f * ) 


V(i-t-p’) 


. A caufe de C = 


> on * 

p±p 


_ . * * . .i.:—!— r-r 1 r — z 

VC' -*-p') — a) 

Mais h ne peut être fonâion qiie de « Sc t , &t nous avons fait 


l(S~h — la). 


J'C—Mdx-bNS'yb-PS'p-b A l'a B f b; 
donc, en fuppofant dk = hit'*-bhi Pb, on aura 

JV = o , P = p : yf ( 1 -bp 1 ) yf — «), A=M(h 1 — l), B = h 1 Af. 
L’équation de la brachyflochrone fera 

y/ {x -b h — •); 

il nous refte à trouver celle qui convient au premier point , Sc celle qui convient 
au dernier point de la courbe. On a pour la première 

[(<)- {J)]t*-b{P)db-{B)tb = o, 

M 
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Jt , , 

ou mettant l b yj pour d b , 

[(O - 771 ') — ('>]*- + [(')-(*)]''*-•• 

Pour trouver ( A ) tx. (5), je remarque que C = M dx 4- Pi//> donne 
P étant confiant , f M d x zrz. C — P/>; donc l’intégrale fMdx , prife de 
manière qu’elle foit nulle lorfque x=a &c y *= k , devient lorfqu’on fait *=»/ 

**■2 = 8, <ga'e*[f] — -J/ C- 1 ®] -(«)■+- 77 ( P ) «l ue I e fupp®fe 

Donc , à caufe de J A d x == (A 1 — 1 ) f M dx &c de fBdx=. Al f M dx t 
on a ( j = ( A 1 — 1 ) K , (B)s=li 2 .K; Si notre équation devient 

[(<) - 77 ( p >-( Al “0* 
celle du dernier point eft 

<[«]-t£ C p ])'/-K p ] '*=<>• 

Sans rien diminuer de la généralité de l’hypothèfe aftuelle , je puis fuppofer que 
A — a , c’efi-i-dire que la vîtefle au point A a été acquife en defeendant depuis 
l’origine des abfcifTcs; cela donne A 1 = l , A 1 =r o , 6t par-là notre première 
équation efi changée en celle-ci 

l(') ~ 77 (*)]*--»- (P)** = o. 

Mais C P p z=z — ; donc ( C ) — -j— ■ (P ) , qui eft ce que devient C — P p 

au point A , efi égal à (P) : & [C] — yy [P]» qui eft ce que devient 

C P p au point Æ , eft égal à [ P ] : y^-. Par ces fubftitutions , nos deux 

équations fe changent en celles-ci 

[P]y£ *f+[P}*f=Oi 

d’où l’on tire yj- — = yy & yy = — yy . Donc fi la vîtefie au point A 

n’eft pas nulle, la brachyftochrone doit couper à angles droits les deux courbes 
données. 

( 337 )• Nous avons fuppofé que la brachyftochrone devoit être toute dans un 
même plan; cette fuppnfition , qui pourroit n’érre pasjtxaéle , mérite d'être 
examinée. En nommant ar, y , ç les co-ordonnées de la brachyftochrone, 
regardée comme courbe à double courbure , on aura le temps que le corps 
mettra à décrire l’arc M p ( = ^ ( d X 1 •+- d y 1 proportionnel 

ÏVM L ' E e e e 
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à ; on » fuppofé l’origine des co-ordonnées au point & on a fait pour 
abréger £ * -4— ^ ^ 4- Ç •yjj- J = "• Donc la formule intégrale 

qui doit être un minimum efl J ^ - ; 6c , à caufe de 

dC= («: rx^x) Jx + ( <* ( ti ) + ( iT : “A ) ' ( 77 ) * 

on a pour l’équation de la brachyftochrone 


‘ / (77 : “v'*)d < y-w(4ï : “v / *)d{ = o. 

S’il n’y a pas de relation donnée entre x, y, on tire de cette équation les 
deux fuivantes =: u y/ (m), = «y^(él*);6c par conféquent 

4 y rfç V( -1 ) 

: "Jir D 7JÏT) i ce <!“> fait voir bien clairement que la brachyftochrone 
doit être toute dans un même plan. 

Propofons-nous maintenant de déterminer la brachyftochrone dans tine furface 
courbe; en prenant pour l’équation de cette furface = m À y -f- ndx , 
on auroit 


l[z=mS-y-i- nlx, & - ^ifx'^c=mïy + Çn jJjQ fx. 

L'équation générale que nous venons de trouver fe changeroit en celle-ci : 

11 (.si ^ '*) -w( : «✓*) 

[ — ’ 


Alors les variations étant réduites au plus petit nombre poftîble , on égaleroit à 
xéro le co- efficient de chacune , 6c on auroit pour réloudrc le problème les 
deux équations 


+ — y/*) 



On remarquera que fi l’on multiplie par — il 6c que l’on mette enfuite pour 

~ m f* valeur * — — L , la première équation deviendra identiquement la 

même chofe que la fécondé ; il fuffira donc d’en prendre une , 6c de la combiner 
•vec 1 équation = m dy ndx pour avoir la brachy fléchions demandée. 


\ 
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(338). Avant que Bernoulli propofât aux géomètres le problème de la pU.s 
vîte ddcente , Newton en avoit réfolu un du meme genre dans le fcholie de la 
trente - quatrième prjjpofition du fécond livre de fon admirable ouvr.ga,qui a 
pour titre : PhiloJ'ophi» naiuratis Principal Matkcniatica, V oici l'énoncé de ce 
problème. Par deux points donnés A Sc b (fîg. LX 1 X), on imagine une in- 
finité de courbes qui , dans la révolution de la figure autour de l’axe BD , 
décrivent les furfaces des différent folides ; 6c on fuppofe que ces folides font 
mus de D vers B, dans un fluide en repos , tous avec la même vîtefTe; cela 
pofé, il s’agit de trouver celui de ces folides qui doit rencontrer la moindre 
réfiflance. Je fuppofe que b MA foit la courbe cherchée ; 6c ayant pris une partie 
infiniment petite Mm, j’abaifle fur Taxe B D les ordonnées perpendiculaires 
MP, mp ; puis je tire Mp parallèlement au même axe. Selon l’hypothèfe com- 
mune , la réfiflance qu’éprouve Mm eft i celle qu’éprouve mp. :: (mp ) 1 : (Mm ) 1 ; 
mais la réfiflance qu’éprouve mp eft comme cette petite ligne elle-même; donc, 

en nommant BP , x , PM , y , on a dx l -f- dy * : dy 1 :idy: . t , 

6 c ce quatrième terme eft la réfiflance qu’éprouve le petit arc Mm en fe mouvant 
de D vers B dans un fluide en repos. On trouvera donc que la réfiflance qu’é- 
prouve toute la zone , engendrée par Mm dans fa révolution autour de l’axe DB , 

eft proportionnelle à 6 c que par conféquent la formule intégrale 

, doit être un minimum. En faifant y— => p , cette formule devient 
dx -4- dy % ix 


J 


• ainfi C ^ y ~ r » M=o, N - 
i-hp 1 -*-p 


_ p — yp_ 
r* ’ — r. : 


‘P* 


* C*-t ^ 

On a l’équation N dx — — dP =0 , 6 c , i caufe de M = O, on a aufli 
dC= N dy P dp; donc N= J—dP, 6 c dC = p d P -f- P d p ; d’où l’on tire 


C= p P — et, ai étant la confiante arbitraire qu’on doit ajouter en intégrant. 
On a donc, pour déterminer la nature de la courbe bMA , l’équation 

dlZ — 3= y — a 1 , qu’on réduit ù 1 pi y — 41(1 - 4 - V = o, 

*-*-P 

6 c de laquelle on tire y «= “ ' " • ° n * n ,ire au(r > cette P ro P or ' 

tion y : * 1 v' ( 1 ~*~ê ) ; ; C 1 ~*~P ) \ : _L y or fi fur B b on prend une partie 
P F' P 

2 ? < = 441 ,6c qu’on mène ef parallèlement à la tangente MT, les triangles 

femblables cBf, MPT donneront Bf => — , *f~ ** ' ’ ^ ^ f - i 5 c la 

P P 

proportion précédente fe réduira à celle-ci : MP : ef: :(«/)*: 4 B /.( Bt )’, 
qui eft celle que Newton a donnée dans le fcholie cité. 
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L’équation dx = donne x = — (- f JL**. Mais, à caufe de 

P P J P 

y = «'0 4 - 0 *., l^.=ai (J* -+- JL ) , dont l’inté- 

P' P \ P' P ' P J 

grale complète eft a i ^ L — H Iog. p ^ -+- b i ; donc 

»=*l+OI ( - T + log. p). 

Ces deux équations 

K=bl + " 1 ( 4 -p-+- jr + ' — ( - L J 1Zj - 

ferviront à conftruire la courbe , 5 c on déterminera les contantes ai ht b i par 
la condition qu’elle doit palier par les deux points donnés. 

(339). Dans les deux problèmes précédens , C ne s’efl trouvé être que du 
premier ordre ; en voici un de géométrie pure, oit C eft du fécond ordre. On 
demande de trouver la courbe AM {Jig. LXX) qui avec fa développée AK 
8c un rayon de courbure MK , renfirme un efpace A MK qui foit un minimum. 
Si l’on nomme AP, x , 5 c l’ordonnée perpendiculaire PM, y , o n aura pour 

l’élément de l’efpace, yf dy l ). Mais en fàifant dx confiant, on 

a (n°. 14a) MK = Li* f. V ^ ‘ ; donc le petit efpace en queftion eft égal 

1 ^ à * — » & f P ^ * 3 futntulc intégrale qui doit être ut» 

minimum. Ainfi C = ^ 1 ~*~ê ) — . |’ on ,; rt 
1 

M=* o, N = 0, . 

1 4 

L’équation N dx — dP - f- -i-d l Q = o devient d P = -L d 1 Q , 5 c donne 

d x d x 

P = a 1 -4- ~ dQ } de plus, </C = P dp Qdq, Sc mettant pour P fa 

valeur , d S = atdp-f-qdQ-hQdq, donc C = b 1 -q- a 1 p -t- q Q , ou 
a ( I - 1 - p 1 ) l = blq-i-alpq. Maintenant , à caufe de q =3 JL , on a 


dx = SJl ± ±i $ 4jl , 5c *= t I _ 

ai — bip , b 1 . 

( 1 5 T(T+ 7 T T * A Ung> p ' 


a 1 — bip b 1 f‘ dp 

■» t> -+*/'*) 4 J 1 -f P* 


On 
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On a anffi dy = pdxtiy=px —fx d y 

— >°g- (« + /”) — ~ ( P A tan g- P 


*97 


px — t i p-+- —.Ating.p 
- ï >°g- ( » P 1 ) ). c» 


f dp A rang. P on f dp = p f -Jfr — f 


p A rang, p { log. ( I -4- p 1 )- 

Ainfi x 


b i 


A tang. p 


a I — h I p 

= C 7 , \r 

4 (■» -4- P ) 4 


avec ces deux équations j’élimine A tang. p , êt il me vient en mettant d x 

pour a ici b i d i , ( al — * 1 P) — a i « ijr-f-itv. 

4 (■•+•/’ ) 

A p je fubftitue fa valeur , & je nomme f l’arc AM de la courbe cherchée ; par» 

à x 

là je change l'équation précédente en celle - ci : ds =■= t i * — i 1 !+! I , j * » 

d’où je tire aifément s = t i — yf (a î — a i x-f- b i y). J’ai démontré (n*. iSS) 
que cette équation étoit celle d’une cycloïde; do plus, les quatre confiantes ar- 
bitraires à déterminer exigent que la courbe pafle par quatre points donnés ; ainfi 
entre toutes les courbes qui peuvent paffer par quatre points , la cycloïde eft la 
feule qui fatisfalfe au problème propofé. 

(Ho). Dans le problème des ifopérimètres , propofé aux géomètres par 
Jacques Bernoulli en 1697, on fappofe que des coutbes ont entr’elles quelques 
propriétés communes , 6r on demande de trouver celle de ces courbes pour 
laquelle une certaine formule intégrale foit un plus grand ou un moindre. Par 
exemple , la propriété commune à toutes ces courbes eft que la formule intégrale 
fhdx foit une quantité confiante , & on propofé de trouver entr’elles celle pour 
laquelle la formule intégrale fCdx foit un plus grand ou un moindre. On a les 
deux équations J'fCdx = o 5 c P/\dx = o\oT, fi pour abréger nous ne 
fuppolons que deux variables y 6c x , nous pourrons repréfenter ces deux 
équations par 

&c. -4- 'n d'y -f- n d_y -f- n' d y' -f- 6cc. =:o, 5 t 
6cc. - 4 - 'x d 'y - 4 - X d y -b- s! d y' ■+• &c. = O. 

Ces deux équations doivent être combinées l’une avec l’autre ; pour cela je mul- 
tiplie la première par «• , 6c je l’ajoute enfuite à la fécondé, ce qui donne 

&c. -H(e'n-4-'ï)-d' t y-H(rn-4-2)'d^y-|-(rn'-4-ï') > dy'-f- Stc. =0. 

Maintenant je puis égaler à zéro le co-efficient de chaque d.y, mais n’ayant 
d’inconnues que r , je ne prendrai , pour déterminer ia nature de la courbe 
Partit I. *® ff f 
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cherchée , que les deux équations r ri 4- 2 = o , » n' -4- x' = o ; d’où je tire 
— = — , ou — — = — , « par confequent a l %— n qui elt 1 équation 

de la conrhe cherchée’. Si on fappofe que les courbes en quel! ion ont encore pour 
propriété commune que la formule intégrale f /a d x foit une quantité confiante; 
on aura les trois équations 

SfCdx — o, i'f>.dx = o, tf/xdx = o. 


qu’on repréfentera par ces trois -ci: 

Sec. -+- 'n d y -f- ri dj- •+- n' d y 1 -4- Sec. = o , 
fcc. -+- '2 d ’y -f- 2 d y -f- 2 ' A y -+- &c. — o. 

Sic. — 1 — [F 4— T d y 4 — T d y 4~ &c. = o. 

Ayant multiplié la première par t , la fécondé pari-, on Us ajoutera à la troifîcme, 
ce qui donnera 

Sec. 4 - (»■' n 4-t' s -4- ' 7 "), d' t y4-(«'n4“T24-7") ■ d t y 4 - ( 4-t 2 -f- T') 

d y' -f- Scc. = o. 

On formera enfuite les trois équations 
* n t 2 4 - ‘ T = o , r n 4 - t 2 4~ 7" = o , r n’ 4- t 2 ' 4 - 7” = o ; 
d’où l’on tirera , en éliminant t Sc t , 


/• JL \ f JL _ 1L\ C - L ' z \ f v J-~\ 

\n' 11 ) V. n 'n ) V n 'n y V n' n J » 

J ( ir) J * = en ln . t<5 s raot 

d ( ir ) = a 1 d ( ir ) » ^ -h- — b 1 *+* a 1 ir- 


ou 


on trouvera 


Sans pouffer plus loin ces calculs , je crois qu’on peut regarder comme démontrée 
la règle générale que voici pour réfoudre toutes les queftions relatives au problème 
des ifopérimètres. On cherchera, parles méthodes données précédemment, pour 
chacune des propriétés , le co-efficient qu’on égaleroit à zéro !i cette propriété 
feule avoit lieu; puis ayant multiplié tous ces co-efliciens moins un, chacun par 
une quantité confiante, on en fera une fomme, qui , égalée à zéro, fera l’équation 
de la courbe cherchée. Cette formule paroitra bien plus (impie encore, lorlque 
nous en aurons fait uüige pour refoudre quelques problèmes particuliers. 

( 341 ). On demande de trouver, entre toutes les courbes de même longueur , 
celle qui dans fa révolution autour de l’axe A C ( Jîÿ. L / y ) , décrit la • 
furt'jcc qui foit un plus grand ou mi moindie. La propriété commune à toutes 
ces courbes cil qu’elles doivent être de o ême long xur ; on a doit*. 
ïfdx y ( 1 -r- p'- ) O ; fcs pour le cd-t; eut qu’on égaleroit à zéro fi cette 


propriété feule avoit lieu , d Ç ■ ^ , 1 ~ -p.— ’■ !• cocibe cherchée doit 
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décrire, dans fa révolution autour tle l’axe AC, une futface qui foit un plus 
grand ou un moindre; on a donc suffi ffy dx y/ ('1 -4- p - ) =■- O ; Sc'pour le 
co-eliicient qu’on éga'eroit à zéro fi cette feule propriété avoit lieu-, 

Jx yf ( I -4 -F' ) d ( VXf+p') )' D ° nC 

« ? d ( v < « r +p'~) ) ^ î • * 4 .( m ° 

cil l’équation demandée. Je donne à cette équation la forme (Vivante 
(ai— y)‘i( 7rr ^- ) ) - + = 

& elle devient, en mettant pdx pour dy , 

) -h 7^ ,» ) = 

On en tire, en multipliant par p , & mettant dans le fécond terme dy pour/; dx\ 

p ✓ ( « +p l ) d ( 7 ( , +,*) ) + 77=7 = 

Pour intégrer le premier terme, je fais ^ ^ == a , & j’ai 

dont l’intégrale eft — £ log. ( 1 — «••■). Donc (1 — a* ) (ai — y ) = b 1 ; 
d’oit l’on tire ■ u i = ai — y, ou b 1 y' ( 1 -4- /> l ) a 1 — y. 

Cette équation donne dx — - ^ ^ V— y p t î u * ce ^ e <* e i* chaînette ou 


caténaire ( n°. 116). 

( 341 ). Nous nous propofèrons pour fécond problème de trouver entre toutes 
les ccuibes qui répondent à la meme abfcifTe BC (Jig. LXX ) , & qui élant 
tle même longueur, renferment des efpaces égaux A BD , celle qui dans (a révo- 
lution autour de l’axe BC engendrera le iolide de plus grand ou de moindre 
volume. En nommant BP , x, PM , y , on exprimera les propriétés qui font 
communes à toutes ces couibes par les deux équations / J'y d x = o & 
i J d x yj ( 1 -f- />' ) = o ; on a auffi tfy 1 d x = o. Les co-efliciens qu’on 
égaleroit à zéro , fï chacune de ces propriétés avoit lieu feule , font d x , 


'( V C * +p') ) & xy dx; on formera donc l’équation 
d ^ F ~P~) ^ 1 ^ x x a 1 y d x , qui étant multipliée par p , 

devient pd ( ) = b 1 dy -4- i a i y d y. 

En fupptf.nl p»,»na P d ( ^\ = y (?-« ’) ; * p0ur 



A- 
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l’intégrale du premier membre de notre équation — v' ( i — «* } = ^7 

-T'I , . . y* f I — (e i-t.* i y 4-a I y 1 )*! 

Donc^ TT7 r- ) =cn-i«^+«.y,&,= — TT+rrï+vrp — > 

(fi + <iy 


d'ob l’on tire d x = 


y-h*iy 

—rr ; :~z à caufe de l’ambiguité 

V [ > — (« * -t-é • y -+-< 1 y ) ]’ 6 


des lignes qui précèdent Héceffairement le radical , on aura les deux courbes , dont 
l’une convient au maximum & l’autre au minimum. Ces courbes font celle» 
auxquelles on a donné le nom de courbes élaAiques ( n“. 118). 


(343}. Toutes ces queftions de maximis 6f minimis fe réduite n à trouver la 
variation d’une formule intégra'e telle que fC d x. Pour généraliser ce problème , 
nous fuppoferons que £, outre les quantités y, x , p , q , (sic. renferme encore 
une formule intégrale fVdx, P étant une fonélion des mêmes quantités 
y , x, p r q , ( le . Nous ferons PC .=5 LP/P d x -+- P K- , P K étant égal a 
MPx -P- N Py -y~ PPp •+• Qtq + &c. & PP — M t Px -4- N iPy ■+• 

P 1 p p Q 1 tq -h îc. 

Cela pofé , à caufe de P/C d x ■= C P x - 4 - / ( d x PC — dC P x) , 
nous trouverons, en failâat attention que dC = LPdx -4- dK, 
pje dx = CPx-hf{ L dx Pf P dx dx P K -dKPx — Ldx ■ P Px ). 

Mais P/y dx = P PxJrf\dx P P — dP P x) ; en fubftituant cette valeur, il 
vient, P/Cdx r=i C Px f ( Ldx/[dx 1 P — d y Px] -f- dx P K — d K Px)* 
Nous changerons J(Ldxf[dxPP — d P Px] ; en 
J Ldx •/[ dxPP— d PPx] — /(/ Ldx • [ dxPP — d PPx] ); 
or fi nous nommons ( L ) ce que devient l'intégrale fLdx ( ptife de manière 
qu’elle foit nulle lorfque x = a. Sc y = k ) lotfqu’on fait * - f & V = g , 
(i) fera une quantité confiante, St au lieu de fL dx • J [ dxPP — — d PPx] 
nous pourrons écrire /((L)[ dx P P dPPx]). 

Donc /( Ldx/\dx PP — d PPx] = /( [(t) - / Ldx] [Jx P P- d PPx] \ 
Nous mettrons cette valeur dans l'expreflion de P/Cdx , St, après avoit fait 
pour abréger (£) — /L d x = p , nous aurons 

t/Cdx=CPx -+-/(.u [dxPP dPPx]-\- dxPK d K Px). 

Mais on verra aifémcnt que 


+ C'- - T= ' « + h 1 ( h J * )■ -« «“) *3 - + 

■+■ (R— & c .) J- d Çj- ddy^ •+• 6 tc. -4- 6 tc, 

U 
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1 ®* 


-6*1; 


r* f ; * 


Il ne fera pas plus difficile de voir que * 1 

■foyxtr-dy*M\) - |’[(V A’ i- £ d . n p \ d < 2 1 )'-f 

+ ^> — Ct* d ' / * R 0 ” ^ c 0 f*? 1" ®* c * 

4 - Q i — d • fj. R i -+- &c.^ -L «/dj. -f- Scc. 

- 4 - (p & i — &C.") dÇj- dày ^ 4- Scc. 4- &c. 

C’eft pourquoi fi l’on fait pour abroger N-\- /j. N i=N(l),P-+-y. Pi=*P (t)f.i(.C' 
on aura la variation de fCdx par cette équation 

*fCdx=z confiante +J'['(N(i)-- P (t) + ^ J (£, «K 1 )') —* 

7 ï d (-n d {rr dR (0))^&c.)^^^èç.J . , 

-f- Ux+ (P(i)--LdQ (,) + _L d.(J- dR (.)) T Ctf.) d y -f- &c. 

+ (Q(0 — j;^(') + 5(c.) J-diy-i-ttc. .... 

4- / A (j) — Scc.) - <J ('-i- dAy\ 4- Sec. 4 - ' ' * •( 4 [ ) 

qui eft précisément de la même forme que celle que nous avona trouver lçrfqu* C 
ne renfermoit point la formule intégral t fVdà. , — . . O ■/ 

(344). Je fuppoferai que V lui -même renferme la formule jntfijfale fUdx 
par U j’entends une fonûion de y, x , p , Scc. telle que * * ‘ * 

lU —— M 1 tx + 4- Q i-/^i4— Stti } - 'J- î \l 

Sc je ferai PP =» L 1 PfU d x 4- P K vfPK f étant- égal' 4 - - '■>■ \ v A. 

M 1 Px 4- .V 1 p y : 4.- J’-i f-p iVf\f J~É*rt n ■«« *V.n\% ••;. !,1 

Maintenant à caufe de dV =n Li Ud x -4- d A" 1 , ce-re eaprefliort dxtP-U 
d P Px deviendra L 1 dxtfUdx r 4- dx P K \ —* dK \ dx - U P 

Mus lfVd:x.** Vtx+i f(d*PU~WPjc.) ; ». ; . . „ \ 

donc dxPP — dV P x =.X,i d xf^d x-P-JJ — dU P#\ 4* dxPKiV — dJC l px*i 
6c fubftituant cette valeur dans l'équation, n\1 rr:<-q j. .:;jîtt . -j ,sns;v»!> i:-* 

.: rfzdx=tpx-+-f-(n[dxfy—d,rt*\+, 4 xss—dfçix\,i‘> 
j’aurai PfCdx=.CPx-\-f(p.li d«f\dxtU— dUfx} 4 ->[<***£» — 
d K 1 /.*] 4. dxtK — dtLtx). *V>«iA- , 
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Je transformerai f(piLidxf[ dxtU--— dV fx ] ) en 

fpLi dx.f[dxfU dUfx] — f<Jn L idx-[ JxtU—dUtx]), 

qui devient , en nommant ( y. L i ) cette intégrale / y L i d x prife commi 
nous avons fait p'u$ haut, celle-ci fi </ar v -qui devient, -dis-je-, 

/( [( « ) — f> L . à * ] [ dxfV— dt/fx] ) 

Je mettrai ces valeurs dans l’cxpreffii sa de iffÇdx, Sc , après avoir fait pour 
abréger ( y L i ) — / y Li d x = y i , j’auiai' 

f/Cdx=zCfx ~^J\yi[dxfl/-~dt/fx]-\-y[dxfKi -dKifx~] + 
dx S K — dKfx 0. 

Donc , en faifant encore pour abréger - , 

N pi A’ x = A'(i), i' + juPi H- ftiPi =» P ( a ) , 5tc. 

on aura - i~. h " , jt ' : - -V 1 - . < <•" • 


ffCdx = confiante -f- ^Af(i) dP(») -4- ~ d [j - dQ (*)} 

k ' G-t '(£ " «)) + “ c 0 -**■ “c- ] 

C^ar-t- (P (a) — £ d$(x> -4- £ d^-L d* (i))-&c.) d^-H&CC. 

^ + -t- (Q (»7 — £ ** « ■+■ &c - ) 5T 

-f- (P (i) — *c. ) jL d ( J- dd y J -+- fcc. + fcc. fcc. 


( 345 ). On .demande la variation die fCdx , en foppcfànt que-C, outre 
x, p , q, fcc. renferme une quantité 9 qui n'efi donnée que par une équation 
de cette forme d 9 ='«ée, par « on entend une fonâion de y, x, p^q , Scc. 
5( de 9. On a 9 =sfmdx ; or.fi l’on Tepréfente par fndx b formule intégrale 
indéfinie qui entre dans l’eapreflîon de9, 5l fi l’on fuppolé fi—Lffndx-i- t K, 
'fK étant égal à Ai f.x -4- K t y -A- P S' p -t- 6 cc, on aura 

ffCdx ( = Çfx dCfx)) = Cfx /(Ldxffndx -+■ 


d x 1 K — ■dXJ'x — - irtd.jrJfx). . , V 

Mais ffndx = n fx~drf(dx /a — ■ idn fx ); . , ■ ^ . 

don'c ïfCdx '■= Cé'x-t- f(<Ldxf[dxf n — dn fx ] -J- dx fK — dKfx). 
Aï ‘ cauic que H doit Tenfermer / tl-ix , je luppoferai fil ~ Li ffndxy- f K t t 
fK i étant égal à M i <Tx-+- S t fy-q-- P i fp - 4 - Q i f q ■+■ fcc. fc j’aurai 
if* fn — -énb=rtt dx ( ffndx n^*j -t- d x fK i — <dK. t fx 
qui devient, en mettant pour ffndx fa valeur, 

dx t n : i/nJaT =rsa L\'dxf[dx fn — - (/né 1 *] -f- dxfK i dK I <Tx. 

Or fi je fais J'[-d xt 14 dnfx ] = w , j’aurai dx t ri dri fx = d » , 

5t l’équation dx L i rdxss dxfK - 1 — d K I fx ;■ 
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d’oïl l’on tir* w ou 

J [dxtn — rfn<T*3 = t " '*• ( conft. -4- ft~ rL,i, [dxtK 1 — J K i J'ar]). 
Donc tfCdx = CS'x -+• /[ Ldxt fL,A ‘ ( conft- -I- [r/.xé'fc i — 

JKii-x]) -+- dxlK — dKlx ]. 

Je transformerai la formule intégrale 

• f (Ldxc rL,i * ft~ rL,ÀJ ‘ [dxtKi — dK\tx]) 
en cede-ci : 

/*'*-•*• tdx .ft- rL ' i '{dxtK.\—iKit-x} —f(fi /L ' t *Ldx-t— rt ‘' 1 ‘ 
[dx IK I — dK i /je]) J v 

ou, nommant H ce que devient l’intégrale ft ,L,i ’Ldx ( prife de manière qu’elle 
foit nulle torique ar = a itb y = b ) lorfqu’on fait x = f U. y = g , je trans- 
metai cette même formule intégrale en celle-ci: 

/([if — ft rL,i ‘ Ldx~\ - t-‘ L ' im [dxlKi — dKi fx]). 

En mettant cette valeur dans l’expreflïon de IfCdx , 6 c faifant pour abré- 
ger ft rL '*‘ Ldx]=s , a, il viendra 

Ijtdx r = conft. -4- Clx -4- /(/a [dxlK i — dK i J 1 *] -4- dxJ'K—d KS’x). 

On fuppofera que IK 6 c ffC i contiennent, l’un A ta - 4 - B Ib - 4 - 6 cc. , 
l’autre A t l'a -+. B i lb -+- 6 cc. ; 6 c on fera 

JV-f- ilt yUi=^(ii,/>-4- M / , i=i J (i),6tc. A-*- nAi=A(i), 6 cc. 
Cela pôle, fi fCdx doit être un plus grand ou un moindre, on trouvera, en 
railonnant comme nous avons fait ( n°. 317 ;, premièrement l’équation 

<*) (*0> — 37 éP (*)+ h d (£ rf CCO) - 

qui fervira k déterminer la nature de la courbe pour laquelle fCdx eft un plus grand 
ou un moindre; fecondement , ces deux fuites d’équations déterminées, dont les 
unes appartiennent aux premiers points, 6 c les autics aux derniers points de la 
courbe en queftion. 

(a) .... . .,[(<) — (^(0) ] /* + [(/>(.>) -£<<(Q(0)-t- - 

(*) • [(Q(*))“j7 '(*(0) -+- 

(O [(*(«))-&e.] i L^irfd*) 

Ji CO )) - A- j d * - ( * (,» /* + «te. - o , 

fcc.] -î- dAb — (B’ (t)) fb 1 -+- 6 tc. = 0 , 

— — {B" ) IŸ - 4 - 6 cc. = o , 6 cc. ; 


X 
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10 m ci r (»))]<‘/+[[^(>)]-^'[Q(oi+ 

(O C[<2(0]—ÿ. '[*(*)] + 

(O [[*(«) ]-*“■] if '(Jf Ms) 


~ J Gf d [ * c0 0 “ &c,] dg + (C (,) ) * ■+■ &c. = o, 

& c ) 4- (<? (0)jy 4- 6cc. =* O, 1 

4- ( G* («) ) fg' -f- 6cc. = o , 6cc. 

Nous allons faire ufage de ces équations pour réfoudre deux problèmes qui mé- 
ritent attention. 


( 346). On demande de trouver la courbe de la plus rite defcente dans un 
milieu qui rcflfte comme une fonûion quelconque de la vitefle. On aura, en 
nommant^ une ordonnée à un point quelconque de la courbe, l’abfcifTe corref- 
pondante , x, la vîtelfe au même point, «, V cette fonffion de la vitefle 1 
laquelle la rélïftance eft proportionnelle, 6t fuppofant la gravité = 1 , 

( Jx l -\- dy l ) [ = <fary'(i-(-yi‘)]= = (/s, , on aura, dis- je, comme nous 

«* 

l’avons démontré (n°. 198) ud u = d x Vis. Je fais ■ =8 , 6c par cçn- 


: un minimum , 


féquent u = y' 1 8 ; ainfi la formule intégrale J ~~ > qui doit être t 

deviendra J ^ ^ 1 & # fer* donné par l’équation ... 

d 8 = d x — ydx^(i-\-p'-), d’où l’on tirera 

8 = confiante -4- x f y d x ^ ( 1 p * ). 

Donc C — y, > L — iiyi) — I»yi > A =o» 

? == y 1 ) » n *= y ( 1 -+-/>* ); & fuppofant J y= y 1 duz=. 

y L i= =— ~r vc» 4 -p x ), «'=-7 v ( 1 4- /•■)'. tfi—o , 


P 1 = ^ ^ ! -bp 1 j ‘ ^ nou * ^ aut ,roü ' rer OT Ldx == a ^ , L 1 d x 1 


- - - , J t ’ L ' ix L d x = J t J “ t ( ; donc en prenant cette 

intégrale de manière qu’elle foit nulle Iorfque xz=a Sc jr = é , puis faifant 
* = / 5 t y — Si 0,1 * ura & par conféquent 

r—C-~ " > 

“ C'-/- 7 K nvJ- . 


L’équatien 
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L’équation ÿ devient 2 ?/’(i) = o, ou d( P -+• pi P i ) = o, d’où l’on tiré 

' *W‘ ' ‘ 


a T— P 

P I 


P + pi P l c=z a I,6t/z = 

En dilférentiant on tire de cette équation 

V P* d 9 a i V 9 d p 

•) %.) ù 1 


y p 0 9 A \ V % ap , , . . v 

T^r - T<7^T7 - (a, V )-p) 


y p j» 

\J * 


y 1 p' » 


m yjt 


On tire aufli de la première valeur de pi , d pi = - J ^ ; St mettant 

pour fx fa fécondé valeur, <//* = ^ ‘ ^ ^ ^ 

En mettant dans la première valeur de d pi pour d 9 ceci d x — V d s, on a 

(-. ^•^[>-*-p]-p)rds d, 

J f*=‘ VJTJl 

(g,y/» y/ [t + p']-p)rdx 

y‘ p» V a 

d’où l’on voit clairement que 


l 9 9 

a i dp 


dx 


* » y>yj» S 


i s 


■ y> 


_ LL d JL ( • 1 V 1 V [ 1 -+- j>* 1 — p) f" dt 

r' = V P*'J* t»QT 

& que par conféquent /x = ~y -b- b i . Donc 

ai y I a V ( 1 - 4 " ) — p = ? V *( ai -i-* *p)i 

cette équation Sc la précédente qu’en peut changer en celle-ci 
a . dp d, V d, S et >y 

p' = itV* V»* v 1 " +r p J* 

fuffiront pour éliminer V , P” t* 9 ; car par les conditions du problème V & V 
doivent être données en fonûions de 9 , &t on aura de cette manière l’équation 
de la brachyftochrone dans un milieu réfiftant , comme une fonftion quelconque 
de la vîtefle. Si, par exemple, la réfiftance eft nulle , V fit V font chacun égal à 

zéro, St les équations précédentes deviennent siy/l= VT^-i-PT’ 

xi dp ds a'tdt pdp *' I ! 

— — «= ■ ; d ou 1 on tire — ; — = r St — : (- 

P * * V * * 1 


b i = -f-'p, 1 ' J ' Je multiplie de part St d’autre par dx y/ ( I -+-/’*), ce qui 

a* s d s 

me donne — - b i d s *= — dx , tx intégrant , u’is* 4-éls = <i— *•,’ 

qui eft l’équation de la cycloïde. 

( 347 ). Le problème feroit réfolu’fi le premier St le dernier point de la 
brachyftochrone étoient fuppofés fixes. Mais fi le corps doit defeendre dans le 
Partit I. H h h h 


i 
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moindre temps poflible d'une courbe donnée à une autre courbe donnée, on aura, 
en remarquant qu’on peut fuppofer que C & ri ne renferment que a des co-or- 
données qui appartiennent au premier & au dernier point; on aura, dis- je, 
les deux équations 

[(C) (a*(»))]/ 4 -t-(/(i))d* — o, Sc [Cp/-KJ>(,)]d f =o, 

db dz 

qui deviennent, en mettant S' b — “JT ^ P our ^ 

[(C) — 77 (/»(*» — (a* (.) )]*« + (* (!) )'* = «. & 

([C]— if [i*(»)])#/4-[P(0-]^=»o. 

Je ne m’occuperai que de la fécondé équation qui eft celle qui convient au dernier 
point de la courbe. A ce point /a = o , car la fuppofition de x =/ &. de y = g 

“ T77T ~ H > donc au mél me P oint P(i)=P = » 

IxC — pP(i)=*C— pP = v > ty r( i+p ~y Donc en défignant par K ce 


que devient ^ ^ ç * j au dernier point de la courbe , notre fécondé éqaa- 

tion fe change en celle-ci K S~f -}- K -j-j J'^==o;d’où l’on tire j~j = — * 

8 * que quelle que foit la fonûion de la vîtelTe à laquelle la réfiftance eft propor- 
tionnelle , la brachyftochrone doit couper la courbe qui paffe par fon dernier 
point à angles droits. Je palTe au fécond problème que je me fuis propefé de 
réfoudre. 


( 448 ). Le milieu réfiftant toujours comme une fonQion V de la vîtelTe, on 
demande la courbe le long de laquelle un corps doit defeendre , pour avoir à 
chaque inftant la plus grande vitefle pollible. On a l’équation 
u d u — d x — V d x ^ ( 1 ) , d’où l’on tire en faifant y ^ ( 1 -+-p l ) z=n , 

-7- ( = fl ) = conft. ~h x — f n d x. Mais fi u eft un plus grand , a 1 en eft 

un auffi ; & le problème eft réduit à trouver la variation de la formule intégrale 
f ri d x , ou ri renferme une quantité fl donnée par l’équation db = dx — ndx, 

f d f 

On trouvera , en fuppofant d V = y' d u ■= V — — , 

L — L i=— y/ ( 1 +p^,M = Mi = ^ r y/{ 1 ~*~p l ), A' = *Vt =0, 


/ tll-L’ ’ ' 

W t J » — 1, C’eft pourquoi , à caufe de P -4- /x P 1 = a 1 , on 
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aura UVp ,J~~ _ a & en différentiant , 


307 


V'éxyJ^. 4- P ‘) F'rf» 


u f' 


- = o. 


r( ) 

O" remarquera que di -+- Vdx y/ ( * —§—/’* ) = V jr, &c on verra aifément que 
.l’équation précédente fe réduit à celle-ci : JÇ—jr-, -4- = o, d’où l’on 

t ; re ÜL_ dp 

“ ~ pdx ( CJTp'-ÿ lorsque la courbe fera connue , cette équation 
queU^rtani ? teft T du C n rpS ^ Ch - qUC ir a r‘ le fu PP° ferai P° ur Amplifier 

q a reli fiance du milieu efi proportionnelle à au'", & que par conféquent 

^ udu «’ # • doncfl = — . i- - , 6c, en f a ;f ant 

Ct ^P» * ==r é’( 1 ■+"/’*)> 

L équation di^dx^i-a fl V ( 1 ■+•/» ) ), devient 

t/fl / d p ai* t d p 

n ~ < ~ v'' (» 6t mettant pour fl fa valeur, 

* n -+p l ) 1 dp. J’égalerai les deux valeurs 

* rale « ft - r =-l + 4i. 

«V" — * P 

On tire aifément delà — = p* ( 1 -+- »*)• . 1 P ; 

** P V F J V(« H-p*) ’ 

6c par conféquent r= — ÿ 1 , fl = v/ f V^ •*-**) 1 

Mais dx liJL'iy — donc * = b 1 f , 

« n J * 

— J ' [P d P . ces deux équations ferviront à conftruire la courbe 

demandée. On remarquera que d p étant égal à — npdx ( 1 p ) _ ^ ^ 

ceffairement négatif, 8t que par conféquent la courbe doit être concave vers fon 
axe ; de plus fi les valeurs de p vont toujours en décroilTint depuis le premier 
point de la Courbe, il fau' qu’i ce point p ait fa plu% grande valeur, 6c cette 
équation fervira à dctermii ,r j ,e des confiantes arbitraires. 

( 149 . Le cn-ps en dc.v .fiant le lonç de la courbe 4 M (fig. LXXII ), 
concave vers l’axe . 4 P , 1> p ..fié: ivec une force qui efi la différence de la force 
centmuge qu’a le corps à eiinque i fiant, 6i d’une force normale que l’on trouve 


t J p 
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«il prenant fur la verticale il/ft une partie MR égale au poids du corps qui eft 
ici l'unité. Si en décompofant cette farce MK en deux autres KH 6t KM, dont 
l’eue agit dans la diroftion de la tangente au point M, 5 « l’autre perpendiculaire- 
ment à cetle tangente. A caufe des triangles fcmblables MKR , m/xM , on a la 

force normale MK = — : — - — _ . Pour comparer cette force i la force centri- 

V(> -*-r ) 

fi.gc _i— (n°. 11 }), on fe rappellera que la courbe étant concave vers fon axe, 
on a , en fuppofant dx confiant , r = ix ; donc la force centrifuge 

=* . - 'J Al— = , à caufe de dp = — ( ■ ^ En I. 

dx^-+- P 'y t/i'-p')* ' * 

nommant F & la force normale / on aura F : f:: m: i. 

Si n — } , ou fi le milieu réfifte comme la viteflfe , F œ/ ; c’efl-i-dire , que 
dans cette hypothèfe la courbe ne fouftrira aucune preffion. 

(350). On pourroit être curieux de favoir quelle eft cette courbe ; à caufe de 
- 1 — »x = bi—f — — ■ , ,y = ci — f- — —~rr. 

J P (.*-*■* 1 p) J («-♦-« i/>) 


r (*-*-* 'pY 

1°. L’intégrale de 


*dp 




I I («-+-« If-)’ 


i°. à caufe de 


• ‘ (a-*- ai p)* 


p (a a 1 p ) * a' p a (4 -s- a 1 p )* 

__ r 'Jl — * log. ‘±‘-'L î ; 

J p{*-*-*'P) * P *(«-*-«» P) 

Gr fi l’on fuppole l’origine des co-ordonnées au point A , comme à ce point p 
doit avoir fa plus grande valeur poftible, «n déterminera les confiantes b 1 6c c 1 
de manière qu’en faifant x 6c y chacun égal i zéro , on ait p infini , ce qui 
donnera évidemment b 1 = — log. a 1 , &C c 1 = o ; donc 


a , « -t- a 

TT log. — 


■+■ a I p 


* , , & y = » 

p a (a ■+■ Æ 1 p) * a i (a t- a 1 p) 


En fubftituant dans la première équation pour p fa valeur tirée de la fécondé,' 

a 1 y x . 1 

on 1 — -f- — r log. . 


Mais dans l’hypothefe préfente ( = — ^ ^ ;fuppofons qu’au point A, S = b, 

on aura , à -caufe de p x= -L , b = ~ — & a 1 == — p — ; 

o » t y » 


donc x— ' V -— -+- 

4 y P 


log. ^ eft l’équation de la courbe cher- 

y/b-JLL. 


chée qu'on conftruira facilement en faifant ufages des logarithmes. 


L’équation 
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L'équation (A» -J- 4£*) d 1 y ^ a gdxdy =* idsdx ( n°. 115 ) a pour 

intégrale complète dy h 1 + 4 g x n d t =-j- -L d L- V~^±Tg^, 
de laquelle on tire 


il 

éx 


± — V h' ± 4 g x — « 

*£ 


A* ±4f * — (±-^ v 

1 V'i’± <s >‘ + ' ^-=-' V h‘ Hz 4 g x — « 

»f If 

qu’on conftruira comme la précédente en fàifant ufage des logarithmes. 


.(331). Le problème de ce genre le plus général que l’on puiffe propofer, fit 
qui renferme tous les précédent, confifte à trouver la variation d’une fonûion *■ 
qui n’eft donnée que par une équation différentielle d’un ordre quelconque nss 

entre y x, Scc. p , q , 8cc. kir, il = x , il = x“, 6cc. On aura Î n = o; 

& il ne s’agira plus que de tirer de cette équation la valeur de t~*. Soit 
^ <r T -f- Bj'x' -p. ClW &c. -p. Mlx Nty-hPlp ■+. 
Qfq -+- &c. &c. ; 

en confervant A la caraâériltique d la même lignification que dans les articles 
qui précèdent , on aura 

dxty—dxdy -\-dylx y ix fpxsx ddy -\-dptx , dx tq = dÇl-ddy^ 
dqt'i r, 5 tc., dx JV = dx dx -+■> dxtx y dxïx = ddir -+* dx' S~x y 
dxtx' = d (-L^dtr) +d/j'r,Stc. ; 

& par conféquent 

A dx d -+■ B ddx -t- C d Çl— ddx"^ -+• 6tC. N dx dy * 4 -» ¥ d d y *+• 

Q_d Çl- ddy^ - 1 - 6tc. &C. a o. 

Je multiplie cette équation par un fa&eur t, & en intégrant je trouve 
/A te d a r d 7r -t- JBteddx-\-fCtrd ^ 1 — d d x^ -+• &tc. + fN tr dx dy -f- 

fPteddy -\-fQied Ç-L. ddy^ 6tc. &c. =* confiante, 

équation que je transformerai facilement en celle-ci : 

Partit l. -■ I i i i 
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*+ - Çb * - — - 1 - d • C ■* -K Sic. ^ dix 

•4- ^ C ir Stc.^ </d » -+■ &c. 

= confiante — 

(a)..... rÇ/tv— ±.d.P*+ 2 - tfQL. J. Qr) _ Scc. ^Jxijiu. 
-h ( P f -î- d ■ Q * -+• Sic.^ dj" Sic. 

-f* ÇQ .'»' — fkc.^ i/dj' SiC. 

•4- Sic. Sic. 

Je ferai (A) . . . . . A-ÿ — d-B-t- f* d( 'd • 'C 4- ~‘Src. = o , 

St cette- équation fervira à déterminer ÿ. - , on aura four «trouver dx cette autre 
équation: 

(B) .... (Bÿ — <f • C++'3ic.)d5r-J-(CV— Sic.) — du'* +^6ic.:=:corifl. — a. 

v ,àx _ u x . 

On remarquera que s’il étoit poflible de trouver au moyen de l’équation A la 
valeur complète du fadeur •+• ; comme cette valeur complète renfermerait né- 
céÏÏairement autant de confiantes afbitraires qu’il -y a de'lettres A moins 

une , 011 auroit autant de valeurs particulières de «F que de quantités-d x, ddx, Sic. 
Jî nifubftituantvces . valeurs. fucceflivement dans .1 équation B , on aurait .autant 
d’équations -que de quantités dx , <fda-,Stc. Sc par l'élimination on pourroit 
trouver dur. .... 

f * . .. ». 

(}jx). On propofe, par exemple, de trouver la variation-de fCdx , C étant 
donné par l'équation dC-f- À' dx — o , où K renferme^ Si,y, * ,‘6ic. , p , ÿ/Stc. 
On fera fZdx — x , d’oii l’on tirera C = x Si •*•' -+« K = U. Comme A' ne 
renfermera que x , on aura A =x o , C= I , D Si les fuivantes chacune égale d 

aè'ro ; St 4 ' fêta donné par l’équation — d . B * 4- d Çj— d . =* O , 

d’où l’on tire dv B -v d x = a d x , “Si en intégrant une (iconde 'fois 

■* — » li, ( b-+-fc 1 A J * a d x ). A caule des deux confiantes arbitraires, j’ai 
deux valeurs particulières de-*, fa voir -P 1 = < / ' u \ 4« x — t"‘ i '"ft~ ,BiK dx} 
foient a 1 £>c - a.! les deux valeurs- correspondantes de a, j’aurai les deux équa- 
tions 

(B * 1 — d- P-t) d » - 4 - 4 ' 1 - é 1 T —ai — ai. 

v d x d x 

( B tl —— — d -t l) d x 4 r-X sa«i«-*i; 

' dx « x 
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d’où il me fera facile de tirer par l’élimination 

d 7 t x= u 1 ft — fBi* j x — a i a i — a i ft — f B d * dx. 

J’intègre ft — S Bi * dx de manière i avoir la confiante H , & à caufe de 
éir =, rïT — Tr'f‘x=lJCdx— Cfx, j’ai t'jCdx = confl. - 4 - C/ar-f- ai— Ha I. 
Mais N ♦ i — H N i = - — N tf Bd * (è/ — / 1 /* 11 d x ) , & aiufi des 
autres ; dor.c fi je fais pour abréger tf* J * H — Je — /* d * dxj — fi, j’«urai 

'î'fC'dx = confl. ■+-< J'x f(N/i — — d. P ^ -f- &c. )d x dy &tc. 


( P fi — Sic. ) dy Sic. 

Stc. Scc. 

Si C droit donné par l'équation du fécond ordre d Ç ^ ^ + JST</je = o, 

•x , d’où 

V dx ) „ 


eu À' renferme C, & y, x , p, q , & c. ; on feroit jCdx 
■ dx 


c~ ■ 


JJ 

-d y i 


dx 




Or comme K ne renferme que n, ■* Siy,x, Sic. on anroit A = o,D*=zl,E 
Si celles qui fuivent chacune égale à zéro *, Si * feroit donné par l’équation 

d’où Ton tireroit 

, (a) Bf L d.C*-H ±-d( - 1 - d*) =a. 

On auroit enfuite, pour trouver de, l’équation 

(f) .... ud-r-p- ^ f ÿ — - 1 ’ d ■‘F ^ -j- d d ^T-f- •f' - d ^ — d d =* confl. A. 


Si on trouvoit une feule valeur de s- qui fatisfît à l’équation x dans l’hypothèfe de 
■a — o, on auroit par la méthode du (n°. 176) rintègrale complète de cette 
équation , Sc par conféquent la valeur complète de •l' qui renfermeroit trois 
confiantes arbitraires. On auroit donc trois valeurs particulières de 4» ; St fubfli- 
tuant ces valeurs fucceflivement dans l’équation b , on trouveroit trois équations 
au moyen defquelles il feroit facile d’avoir d w. Je ne poufferai pas plus loin ces 
applications, car on doit voir cnromept il faudra s’y prendre dans des cas plus 
couipliqués ; Sc je paffe ides prob’ômes d’un genre différent qui vont nous faire 
découvrir une autre branche du calcul des variations. 

Soit une furface courbe rapportée i un plan fixe par trois co-ordonnées 
perpendiculaires y & Xf je mène à cette furface une normale que nous avons 


Digitized by Google 


J!1 Du CALCUL HmUlUTIll 

démontré ( n°. »<jo) être égale à j y' ( i -J- m' -+•_«*), lorfqu’on fuppofe 
d{=xrn d y -+- ndx. On verra aifémentque l’élément" de la furface eft au petit 
rectangle dxdy : : { VX 1 ** -7 " 1 ■+■ nl ) • { » d’où l’on tire que l’élément de la fur- 
face = iï^^(n-i»'+n'); quant au petit prifmc qui efU’élément du folide 
enveloppé par cette furface, il eft égal à j dxdy . Or fi l’on convient de fe fervir de* 
deux fignesSôt/ pour indiquer deux manières différentes d’intégrer unefonâionpro- 
pofée, l’une en ne faifant varier Quey, l’autre en ne faifant varier que x, on aura la 
furface entière égale à fSdx dy ^ n»), & la folidité à fS^dxdy. Il faut 

remarquer que fi l’on ifSCd x dysxxf', on aura aufli Sf C d x dy = ÿ; cir on tire de 

j* y i x v > 

la première équation C = dxdy * l’ autre ^ — d y d * > comme I e l’»i dé- 

j* y d x V 

montré (n°. 119), ces deux quantités -jTdÿ* dy d x ^ ont identiquement les mêmes. 

Cela pofé, je propoferai de réfoudre ce problèmes Trouver la furface qui cfl la 
moindre de toutes celles qui ont un périmètre donné. 

Je fais pour abréger yf ( 1 -4- ru 1 -f- n x ) = u , 6c la formule qui doit être un 
minimum eft fSudxdy; donc l'/S u d x d y ou fS dx d ty u = o. Mais 

ainfi il faut d’abord trouver les variations des différences 




partielles m = ÿy , n = yy. On fe rappellera que j’ai démontré au commen- 
cement de ce chapitre que la cara&ériftique d défignant une manière quelconque 
de différentier une fonûion { , on a é'd { = d f { ; or ce théorème donne évi- 
demment que la variation de la différentielle d’une fonflion { , cette différentielle 
étant prife par rapport à une des variables que la fonftion renferme , eft la même 
chofe que la différentielle de la variation de { , la différentielle étant prife encore 
par rapport à la même variable ', ou , ce qui revient au même , que 


il 

d X 


_'tl * 

— dx * r 


y- = yv Donc i 1 

dy dy 




£i iü t 


dx 




: O. 


, l fia ii 

u u \ dy d 

. j r f Q' ix dy^d^d»[ didlf\ 

K 1 équation du minimum fera J -y— ^ yy- 4- jy -yy J 

Il ne faut pis perdre de vue que le ligne S défigne l’intégrale prife par rapport à y 

o , dxdy dz dïz 

feulement , & comme dans le terme - u ■ -j-ç , c eft y feul qu on regarde 

comme variable, on verra qu’on peut fe fervir ici des mêmes transformations 
que ci-deffus ; S c écrire 

S dxdyd\ dj^ dxdydi 

u d y d y u d y ^ ^ 


-S d.ij'i-Sjjiï n 
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_ , , a ' Cdxdy 

transformera de la meme manière / — - — en 


3 «I 


St on 


(' Q ixi y ( Il i*s . Il tis} — r JxJ y J < > . . 

/ ^ u v. dy dy c x d x J J u d y V 


S^&n— 




^ d x dy t ^ = o. 


i y d x 

Si on fuppofe que le premier 6t le dernier { font donnés, cette équation Te réduira k 


/ S( 


d(-±-lL dC-LlJL} 

\ u dy V x dx J 


^dx dy O, 


~ d K 

qui devant avoir lieu quelle que foit la variation marquée par l, donne 
'(-TT?) '(-TtO d( m :x) d(x ; x) 

dj 1 d~ 0* 0U —Ty 1 = 0 

St apprend que la furface qui eft un minimum doit être telle que-y-pp , , . 

foit une différentielle exaûe , aufli bien que m dy n d x. 

(354). J’ajouterai cette condition, que la furface cherchée foit un minimum 
entre toutes celles qui forment des falides égaux. On aura cette fécondé équation 
fSdxdyS'i = o , St on verra clairement que l’équation qui réfoud ce fécond 


dx — n d y 


problème eft 


d( m : u) d ( n : *) 


= a , a étant une confiante arbitraire. En 


d y d x 

général, il s’agira d’intégrer l’équation aux différences partielles 

M [■ + (£)■] £ + [■+(£)■]£— 

or fi on fe 'rappelle ce qu’on a dit (n 01 . 301 & fui v.) fur la nature de ces fortes 
d’équations , on verra qu’il doit y avoir une infinité de furfacts qui lâtisferont à 
l’un St i l’autre problème. 

La furface de la fphere eft une des fnrfaces qui eft un moindre entre toutes 
celles qui ayant un périmètre donné , forment des folides égaux. Eu effet , fon 
équation eft = r l — *» — y d’où l’on tire 

d t dj_ _ _y_ rf * t _ {*•+■»* J% t {* - 4 - y* 

dx < ’ dy l » JT* » dy' * 


d x dy 
Partie /. 


«a _ IL . 


Kkkk 
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en fubftituant ces deux valeurs dans l’éqwiion a , on a 

Li ^ 2 1 - — , 

ou -b- y 1 -fi- a 1 =• -p- équation d’une fphère dont It rayon eft — , 

La furface du cylindre dont l’équarion eft £*■= r l —y 1 eft aufli une de ces furface*. 
r . J { y J ' 5 t d ' t 

^* ar * ° > d y * == { y a x 1 ’ a y * j* ’ a x a y 

& en fubftituant ces valeurs, l’équation a devient 

— Ci* -**y ) — 4 («* +y ) 1 » ou -*-y — t**- 


>o ; 


Mais nous ne pourrions pas nous étendre davantage fur cette partie intéref- 
fant du calcul des variations, làus auparavant traiter des équations aux diffé- 
rences partielles avec plus d'étendue que nous n’avons encore pu faire. C’eft 
pour les mêmes raifons que nous n’avons dit que très- peu de cliofes au com- 
mencement de ce chapitre fur la manière de trouver les, variations des fondions 
données par des équations aux différences finies. Nous le terminerons par expofer 
un principe démontré par Euler à la lin, de l’ouvrage fur les Ifopérimètres dont 
nous avons parlé pluiieurs fois ; principe que Lagrange a depuis beaucoup 
généralifé , dont ib a fait les plus belles applications dans. le fécond volume des 
Mélanges de la Société de Turin, 

( 355). Un corps dont la mafte eft Al fe mouvoit dans la diredion T t 
(Jîg. L) avec une certaine vîteffe, lorfqu’arrivé au point a#, il a été dé- 
tourné de cette diredion par une torce tendante vers un centre S , &c a été 
obligé de décrire l’orbite curviligne AP qui eft toute dans un même plan. 
J'imagine le corps en V > St qu’à ce point fa vîteffe eft u ; puis je nomme le 
premier rayon vedeur SA, b ; celui S P , y ; l’angle ASP , x ; l’arc AP, i , 
& 0 la force centrale que je fuppotè être proportionnelle à une fondion de la 
diftance au centre. Cela pofé , voici le problème qu’il s’agit de réfoudre : Entre 
toutes les trajedoires que le corps peut, décrire , trouver celle pour laquelle la 
formule intégrale f u d s eft un plus grand ou moindre; on fuppofe que le premier 
te le dernier point de cette trajedoire font donnés. 

Dans chaque inftant infiniment petit , la force centrale fera parcourir au corps 

•ne petite ligne dy ; on aura donc « du a p dy , ou , taifant pour abréger 

»• 

— = 9 , d 4 = — p dy te 4 = c — /p djy. De plus , on fait que 

és=ï V l[ (d -AM) 1 -fi- (d ■ MP) 1 ] ; d’où l’on tire ( à caufe du triangle redangle 
SMP, qui donne AM=*b — y cos.*, MP=y fin.x) ds = ^ (y : J x' -\-dy x ) , 

m d y m t 

ou , faifant -j-j- =: />,d.s = dxy/( y* -+-/>*). Ainfi la formule intégrale fud s 

devient /dxy/iS ‘-f- p 1 ) V & comme f p dy n’eft pas une formule intégrale 
indéfinie, puifque par l’hypothèfep n’eft fondion que dejy, nous nous fcrviroiu 
pour refoudre le problème des équations du (n°. 3x7). 
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On fera C = yj 1 8 yj (y 1 -h/> 1 ) » & > i caufe de 

d c = ^ ✓ (y 1 +p l ) *+• V i « • ’ on * ur * 

M 


O , S: 


— iV(y‘ ) 


v'*' ^ VCy’-t-ê 1 ) ’ ‘ — VU’ff 1 )' 

A/ étant égal à zéro, on fe fervira de l’équation C = *' -4- P p (n°. jj 8), Sc on 

aura dans ce cas-ci yj i $ yé (>» + p' ) ~ *' -f- ^ [y + f ) » ou 

jy‘ y' l a = y yt ( y'-trp* ). 

En nommant g la vîteAie au point .//, & »» le Anus de l’angle que la tangente 
à ce point fait avec la ligne S A , on aura au point A , 

d* Al P / d y ftn. x -+-y d x cos. x \ m 

[<t • À M V = — dy co*. * -*-y d x fin. i ) = y' 1 — m 1 ) 9 1 ® ^ 


y V » ♦ p P V » 

‘ * r 


(£)*■ 




■é*. Mais à ce point x = o,ce qui donne fin. e=a 


oc cos. x=z i ; on y a donc auffi ~^r~ — i = — 

b' = b g m. Ainfi la courbe demandée aura pour équation 
y* ^ rb=; b g m ^ ( y 1 -1- p 1 ). Nous avons fait voir ( n°. ao8 ) que cette 
équation ell celle de toutes les trajeûoires décrites en vertu d’une feule force 
tendante vers un centre. 


•, d’où l’on tire 


(356). Non-feulement la formule intégrale fuds eft un plus grand eu un 
moindre , mais elle eft toujours un moindre , ce dont il fera facile de s’alfurer en 
fubftituant dans cette formule pour .y une valeur tirée de toute autre équation que 
de celle de la trajedoire. C’eft pourquoi le principe en queAion eA connu des 
géomètres fous le nom de principe delà moindre aâion. Le voici énoncé générale- 
ment. Si des corps dont les maAes font JW, JM', Al", tic., étant animés par des 
forces quelconques, St agiAant de plus les uns fur les autres par une attraâion 
mutuelle, décrivent, dans l’inAant dt, des arcs ds, ds , ds" , tic., avec des 
vîtefles u , u" , tic. ; la formule intégrale 

f(Muds -h- M' u dt' -b- M'u'ds" -+- &ce. ) 
fera toujours un moindre. 

Nous ne fuppofetons que trois corps pour Amplifier , 6f nous rapporterons les 
trois orbites à un même plan, qui fera celui de la planche, au moyen, pour 
chacun de ces corps, pour le corps Al, par exemple, de trois co-ordonnées 
perpendiculaires [Jig. LVII') AM (je), AÏS {y), SP ({)» & nous nommerons 
x , y', & a" , y" , {*' les co -ordonnées des otbites des deux autres corps 

Al' tl M". Quelles que foient les forces qui animent le corps AI, on peut les 
réduire à trois , dont l’un: V agit dans la direflion des x , la féconde Q agit dans 
dans la direflion des .y, & la troifième Ii agit dans la direction des ^ ; foienr 
aufifi P', Q' , R' tl J" , Q" , R" les trois forces dans lefquelles on décompofe 
toutes celles qui animent les corps AI' & Al" . Mais nous dillinguerons les forces 
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d’altraclion mutuelle , Sc nous nommerons p la force d’attraftion , 6c t la diftance 
entre Ai 6c il/' ; p la force d’attraflion , 6c * la diftance entre M 6c M' ; 
p" la force d’attraélion , 6c «•" la diftance entre Af 6c M Cela pofé ; 

(3^7). A caufe de lfuds=fl( ud s) =*f(udl s -f- <f « ds) = ( en met- 
tant pour ds fa valeur udt) J (u dis -f- ui udt), on a l'équation 

f (Mu dis -+- M'u'dls'-b M"u' : dls'-\~[Mul u-^- HVfa'+.tf «'/«*]//) =s • ; 

8c il t’agit d’abord de trouver la valeur de Af « lu -1- M u lu' -4- AT 1 / lu". 
Par le principe de la confervation des forces vives que nous devons à Huygheni, 
la fommc des produits des malTes par les quarrés des vîteffes à chaque in Haut, 
eft égale à la Tomme des produits des malfes par les quarrés des vîteff-’s initiales , 
plus les quarrés des vîteffes que les corps auroient acquifes, li étant animés par 
les mêmes puiffances , ils s’étoient mûs librement chacun fur la ligne qu’il a dé- 
crite. Ce principe donne 

Mu<- -f- M'u' - 4 - AP u“ *= A/gs -4- M' g ' -4- M g rt iAf/( Fdx -fr. 

Q dy H- Ri[ ) — x M'/(P'dx'-i- Q d y - 4 - R'd( ) — 1 AP/( P dx> -4- 
Q'dÿ -f- ll d( ! ) — 1 Ai tf/p d r — i MM" f 9 d r — % MM'fp’d r% 
g , g 6c g étant les vite des initiales de chacun des corps , d’où l’on tire 
M ut u -4- M' u lu _4_ Af' u" lu" = — Mlf ( fd x -4- Qéy+ 

Al' lf(P‘dx -f- Q'Jy R'd( ) — M'lf(P'dx" -4- Qdy -+- R'd?) — 
MM' If pdr MM" If p' d„'~ M'M" If p” de". 


Je fuppoferai que p eft fonftion de r, 0’ fonélion de /, ® fonflion de r' ; 
que Pdx - 4 - Qdy -4- Rd{ eft une différentielle exaûe , 6c ainli des autres. 
Cela fuppofé, 

Ifpde (*“/!’ (f de) =*/(®<f lr-\- Ip de) pie -\-f(lpd e — d p le) ) = p <JV,' 

car tî- = — , d’où l’on tire lorfque p eft fonûion de e, Ifér-éçlrao; 

lr dr , 

on démontrera de la même manière que Ifpde = p'S r , If p" de* = p' le*. 
Secondement lf(Pdx-\- Qdy -f- R d{) =f (P dix _q_ l P d x Qdly- 4- 

iQdy-J- R dlç-^l R dt) = Plx-+-Ç) ly -i-Rl{-+-f[lPdx~ 
dPlx- 4 - lQdy — dQly^-lRd l — dRl { ) ; 


mais fi d P = ~ d x -4- d y -4- ~ d^, on a , 

a x dy ^ d[ 

l P = — - 4 - ly - 4 - ~ tz , 6c ainli des autres ; 

d* d y d i 

, . , , JP dO JP JR JQ _ JR 

donc , a caufe de -- = -fi- , — = — , - — 


qui 
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qui doivent avoir lieu, puifque par l’hypothéfe Pdx Qdy -f- Rd* eft une 
diiréientieUe exaâe , on aura 

tPdx — dPtx=i 2 (dxty — dytx)-i- (dx :t[ — d^tx), 

tQdy— dQty — tQ (Jytx — dxty)-t- i~ (dyt{ — d^ty), 

lRdi — dRl l = i!L (d[tx — dxi{) -f- 'Lj (d^ty—dyl-t). 

Il efl clair que la fomme de ces quantités eft zéro, 8c que par conféquent 

tf(Pdx- f- Qdy-b R d[) = Ptx+- Q/jy-t- Rt { , 

lorlque Pdx-+- Qdy -\-Rd[ eft une différentielle exafte. Il en fera de mémé 
des autres, 6c on aura 

Mu tu -f- M'u'tu -f- M’u'tu ’ = — MP tx — MQty — MRt{ — 
M'Ptx' — M'Q'ty 1 — M'R't(— MT'tx" — MQ’ tÿ — MT" t[' — . 
M M'ftr — MMptr — M'M'ptr' ; 

il ne faut pas perdre de vue les hypothèfcs que nous avons été obligés de faire 
pour parvenir à cette équation. 

(358). Imaginons en P' (Jig. LVII ) le fécond corps, &c que yfAf, M’N, NT' 
font les co-ordonnées de fon orbite; en tirant Nn 8c Pv perpendiculaires, l’une 
fur M'N , l’autre fur N P 1 , nous trouverons PP' ou 

,«= (à caufe de P’xr = ( <,(/>, )i ra 

(NNy = (Nny-i-(Nny = (*' — *)*-+■ (y— yy) 

vi (*'—*)• -♦- (y — — ï)*l- 

On trouvera de la même manière 


y=v [(*' — — yY- 4- ( ^ — t) 1 ], 

/=✓[(✓— m-, 

d’où il fera facile de tirer tr , tr, tr'. 

L’élément ds de l’orbite du premier corps eft égal à ^ (d* l -\-dy x -{-d { 1 ) ; 

donc dts = * f *. i? * ’ y En fubftituant cette valeur dans la for- 

dt 


mule fudls , on auri j ^ 


U d X 


dtx 


u dy 
d» 


dty 


udi 


dt: 


) 


^ ds ds ^ ds 

qu’on changera facilement en celle-ci 

77 " * £ '< -/( « • TT «•" + 

J ‘- 7 f 

&c ainfi de fu dts' 6c de fu" dts 

Partit l. " LUI 


* 


- 
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(3 Ï9)’ Maintenant nous fuppoferons que ie prunier fit le dernier point de 
chacune des trois orl ires font donnés, ce qui nous donnera la facilité de négliger 
tous les termes qui font hors du figue intégral ; or, ci mire il n’y a pas de re- 
lation donnée entre les co - ordonnées x , y, \ , &c. nous égalerons à zéro les 
co-efficiens des variations fx, tj, é;, &c. & nous aurons pour déterminer les 


U J S 


trois orbites neuf équations qui deviendront, en mettanr pour _ — , ficc. leurs 


valeurs 

d t 


Stc. Sc faifant dt confiant, celles que voici : 


<Px £ p o, 

J-y -p. ÇQ-jV' 9 .^ -2lP f '. £pLy t i^6, 

Çr — iÉf'p. -Wp'- d‘ x — o s 

fx' -h ÇP' — M f . ïp tp J dt*-= ov 
sy-h (Q' -AT, .£p — Ar 9 ‘.£p-)ji* = o t 
a* ( -1- Ç/t’ -+- Jf/V • <-_< — M * y . £p-) dt' = o, 

d' x" -+- (>'-+- Mï • x '~- -+- M' ç" • *11- ) ,/ 1* = o , 

d* î" -+- (R"+M 9 ’ . £p -+- üfV' • pr- — O. 

Ces neuf équations font celles du problème des trois corps pris dans le fens 
le plus général ; St comme nous n’avons que dix inconnues, nous pourrons 
toujours parvenir à des équations entre deux variables feulement , qui feront telle» 
qu’elles doivent être pour déterminer le mouvement &C la pofition refpeâive de 
chacun des corps à chaque inftant. Ce problème n’a encore été réfolu. que dans 
les hypothèfes aftronomiques. Les méthodes d’approximation dont on a fait ufagef 
pour y parvenir font le chef-d’œuvre de 1’analyfe. Nous les avons développées 
avec quelque foin dans l’introduélion à l’Etude de l’Àftronomie phyfique. 

(V<>o). Newton nous a appris que les parties de la matière s’attiroient réci- 
proquement en raifon inverfe du quarré des diflances ; fit il cft démontré main- 
tenant qu’il fuffit de fuppofor cette attraction mutuelle entre les différens corps 
qui compofeht le fyftcme planétaire pour rendre ràifon de leurs mouvement. 
Ainft , pour trouver les vraies équations du problème des trois corps, relativement 
i l’allronomie phyfique , il faudra faire dans celles qui précèdent P , Q, P i 
F, Q’ t R' j P" y Q", A" égaux à zéro, fie p, p, ç" proportionnels à 
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JL. , _2_ # J,, On pourroit , au lieu des co-ordonnées perpendiculaires X, y, { , 

introduire une droite SN(Y) qui eft la projeêlion du rayon vefleur de l’orbite 
fur le plan donné de pofition , & deux angles AS S'{X) , PS N Z) , aont l’un 
eft la longitude, Sc l'autre la latitude de la planète. Or les triangles reûangles 
SMN , SNP donnent (en nommant SA ,b) ar= b — Y cos. X ,y x Y fin. A, 
j => Y tang. Z ; donc 

*' xz=Y cos. X Y cos, X* y 

• x" X — Y cos. X Y" cos. X", 

x" x'= Y cos. A" — Y" cos. A”, 

y — y = Y' fin. X' Y fin. X , 

y" J = Y" fin. X' Y fin. A' , 

y — y — I " fin. A" — Y fin. X' , 

( [ — Y tang. Z‘ Y tang. Z, 

i = Y' tang. Z" — Y tang. Z , 

(' (= Y' tang. Z" Y tang. Z'. 

De toutes les manières on finira par réduire les recherches fur le fyflcme du 
monde à de (impies problèmes de calcul intégral. Il en fcroit de même de telle 
autre qutflion que nous nous ferions propofés de réfoudre , en faifant ufage de 
la méthode expofée dans ce chapitre; & nous croyons avoir rempli notre but 
principal, qui étoit de prouver que pour faire quelques progrès dans l’étude des 
fciences phyfico-mathématiques, il faut auparavant s’inftruire des différentes par- 
ties du calcul intégral dont nous avons parlé dans le chapitre précédent. Dans 
la fécondé partie de cet Ôuvrage nous nous fommes propofé d’étendre les méthodes 
que nous n’avons (ait qu’indiquer dans celle-ci & de les rendre plus familières à 
nos leéleurs. Nous ofons doue efpérer qu’elle ne fera pas lue avec moins d’at- 
tention que la première. 


Fin de la première Partie . 


De l’Imprimerie de CELLOT, rue des Grands-Auguftins , n°. ij. 





Digitized by Google 


Digitized by Google 


Digitized by Google 


Digitized by Googl 


I: 


» 



f 


: 







Digitized by Google 






